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PREFACE DE LA TROISTEME EDITION 


La deuxieme édition de ce Livre a été, malgré les années 
de guerre, épuisée plus rapidement que la premiére; les 
raisons qui mont décidé a ne pas remanier le texte primitif 
et que j’ai indiquées dans la Préface de la deuxieme édition, 
subsistent intégralement ('). J’ai seulement ajouté une 
sepheme Note, consacrée aux discussions récentes sur la 
logique empirique. Je tiens & remercier MM. Robert Wavre, 
Paul Lévy, Alfred Errera et Barzin de m/’avoir autorisé 


a reproduire leurs articles dans cette Note. 


9 aout 1927. 


(1) Au sujet des questions traitées dans la Note V (Probabilttés 
dénombrables), je prends la liberté de renvoyer a mon Traité du 
Calcul des Probabilités et de ses applications (Gauthier-Villars) et 
-en-particulier au fascicule I du Tome Il (Application a Varithme- 
tique et a la théorie des fonctions). 
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PREFACE DE LA DEUXIRME EDITION 


La premiére édition de ce Livre a été rédigée d’aprés des confé- 
rences faites a l’Ecole Normale pendant l’année scolaire 1896- (897. 
En me confiant cet enseignement, Jules Tannery m’a donné une 
marque de confiance dont j’ai immédiatement senti tout le prix; 
Pintérét pris a ces legons par leurs auditeurs m’a encouragé a 
rédiger ce petit livre; ainsi est née cette Collection de Mono- 
graphies sur la théorie des fonctions qui s’honore maintenant de 
tant d’éminents collaborateurs. C’est donc a Jules Tannery que 
cette collection doit d’exister; c’est a lui tout d’abord que doit 
aller la reconnaissance de ceux qui pensent qu’elle n’a pas été 
inutile. 


Je me suis demandé s’il convenait de remanier cette nouvelle 
édition ; mais je me suis rapidement apercu que je serais conduit 
a reprendre des matiéres traitées dans d’autres Ouvrages de la 
Collection; il m’a done paru préférable de conserver a ce Livre 
le caractére élémentaire qui en fait une sorte d’introduction a 
plusieurs de ces Ouvrages ('); le texte des six Chapitres et des 
trois Notes a done été reproduit sans modification (?). J’ai, par 
centre, ajouté trois nouvelles Notes qui doublent presque les 
dimensions du livre et au sujet desquelles il me parait utile de 
donner quelques explications. © 


(1) Je n’ai pas cru devoir ajouter une liste des travaux qui se rattachent 
aux questions traitées ici et qui ont été publiés depuis la premiére édition ; 
voir: Recherches contemporaines sur la théorte des fonctions dans 
Encyclopédie des Sciences mathématiques. ; 


(2) Un seul changement a été fait; pour la définition des ensembles 
parfaits et fermés, ou le langage proposé par M. Jordan avait introduit 
quelque flottement, j’ai adopté la terminologie qui parait avoir actuellement 
prévalu sans contestation. 
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Dans la Note IV, j’ai réuni divers articles relatifs aux discus- 
sions sur les principes de la théorie des ensembles ; je remercie 
MM. Baire, Hadamard et Lebesgue de m’avoir autorisé a repro- 
duire la correspondance que nous avons échangée en 1904 et 
quia été publiée dans le Bulletin de la Société mathématique. 
La comparaison entre la Note IV et les pages qui la précédent 
montre que ma pensée a évolué sur plusieurs points; il m’a 
semblé que je ne devais pas dissimuler cette évolution, d’autant 
que j’ai parfois constaté chez ceux qui étudient pour la premiére 
fois la théorie des ensembles une évolution analogue dans |’inter- 
prétation des principes; il y a la des questions assez complexes 
pour qu'il ne soit pas inutile d’en mettre successivement en 
évidence divers aspects un peu différents. Ces discussions sont 
d’ailleurs peut-étre plus intéressantes pour les philosophes que 
pour les mathématiciens ; j’espére que les philosophes qui s’inté- 
ressent aux principes et qui veulent bien citer parfois ce Livre, 
me sauront gré d’avoir réuni des articles dispersés dans de 
nombreux Recueils et d’y avoir joint une exposition inédite de 
la « démonstration » de M. Zermelo qui a joué un réle dans 
beaucoup de ces controverses. 

La Note V est consacrée aux probabilités dénombrables, qui 
se rattachent étroitement a plusieurs des questions étudiées pré- 
cédemment, notamment a la nature arithmétique des incommen- 
surables et a la théorie de la mesure. 

Dans la Note VI (') enfin, j’ai essayé de développer la théorie 
de la mesure et de l’intégration en restant au point de vue gue 
javais adopté pour définir les ensembles mesurables. On sait 
quelle extension M, Lebesgue a donnée a ma définition et quelle 
riche moisson de résultats il en a tirés; quelques-uns de ces 
résultats ont été exposés par lui-méme dans deux livres de cette 
Collection : Legons sur Vintégrale définie et Legons sur les 
séries trigonométriques. Il m’a semblé qu’il n’était peut-étre 
pas inutile de faire voir comment les définitions constructives 
dont j’étais parti conduisent par une voie trés élémentaire et trés 
simple a des résultats pratiquement aussi généraux, tant pour 


(1) Cette Note reproduit, avec quelques modifications, un Mémoire que 
j’at publié en 1gt2 dans le Journal de M. Jordan. 
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Pintégration que pour la mesure. Je serais heureux si cette 
Note VI pouvait étre, pour beaucoup de lecteurs, une introduc- 
tion a l’étude des belles recherches de M. Lebesgue, dont l’impor- 
lance capitale est chaque jour mieux comprise et dont les consé- 
quences sont loin d’étre épuisées. 

Je tiens enfin a renouveler 4 M. Gauthier-Villars lexpression 
de ma gratitude pour la part qu’il a eue dans la création et le 
développement de cette Collection de monographies et en parti- 
culier pour le désintéressement avec lequel il m’a permis de lui 
maintenir le niveau scientifique élevé que doivent avoir des livres 
dont le but principal est de provoquer de nouvelles recherches. 


15 juillet ror14. 
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PREFACE DE LA PREMIERE EDITION 


Le titre que j’ai cru devoir adopter est assez vague pour qu'il ne 
me semble pas inutile de donner quelques explications sur l’objet 
“de ces Lecons. Les dimensions de ce petit livre me dispensent, 
je Vespére, de dire que ce n’est point un Traité complet sur une 
branche des Mathématiques dont l’étendue s’accroit chaque jour. 
Ce n’est pas non plus un exposé nouveau des principes de la 
théorie; ces principes, rendus classiques en France par la publi- 
cation du célébre Cours autographié de M. Hermite, ont été 
exposés depuis dans plusieurs Ouvrages, qu’il n’y a pas lieu de 
remplacer. 

Mais la lecture des Mémoires originaux devient chaque jour 
plus difficile pour celui qui connait seulement de la Théorie des 
fonctions les parties regardées actuellement comme classiques; il 
m’a dés lors semblé qu’on pouyait chercher a faire ceuvre utile en 
tentant d’exposer, d’une maniére élémentaire, certaines recherches 
qui, bien que relativement récentes, prennent chaque jour une 
‘importance plus considérable. De ce nombre est la Théorie des 
ensembles; c’est a elle qu’est consacré cet Ouvrage. J’ai tenu 
cependant a lui donner le titre de Lecgons sur la Théorie des 
fonctions, car, en parlant des ensembles, j’ai cherché a ne jamais 
perdre de vue les applications. 

Ce n’est pas que je méconnaisse le trés haut intérét que présente 
par elle-méme la Théorie des ensembles; mais il m’a paru qu’il y 
avait lieu de distinguer nettement cet intérét philosophique de 
Putilité pratique dela théorie, c’est-a-dire de son lien avec d’au- 
tres parties des Mathématiques. Aussi ai-je laissé de cété bien des 
résultats intéressants obtenus par divers géométres au sujet des 
ensembles, parce que je n’aurais pas pu en donner d’applications 


icl méme. 
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Les trois premiers Chapitres sont un exposé des éléments de la 
Théorie des ensembles; j’ai cherché a les rendre aussi accessibles 
que possible, en supposant chez le lecteur un minimum de con- 
naissances. 

Les trois derniers Chapitres contiennent des applications 4 la 
Théorie des fonctions; j’ai, cette fois, supposés connus certains 
résultats qui sont établis dans l'un quelconque des Ouvrages cités 
il y a un instant et semblent, par suite, pouvoir étre regardés 
comme classiqnes. Z 

Jen’ai dailleurs pas cherché a remplacer la lecture des Mémoires 
originaux, mais seulement 4 la faciliter; aussi ai-je laissé des 
lacunes qu’il aurait été aisé de combler en transcrivant presque 
textuellement un certain nombre de pages’ de tel ou tel Mémoire ; 
il y a toujours avantage, pour le lecteur qui désire approfondir 
une question, a recourir lui-méme au Mémoire original. 

Des Notes sont consacrées 4 quelques questions qui se rap- 
portent aux principes de la Théorie des ensembles et dont la 
discussion aurait alourdi inutilement les premiers Chapitres. 


15 février 18098. 
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-LECONS 


SUR LA 


THEORIE DES FONCTIONS. 


-CHAPITRE I. 


NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES. 


I. — La notion d’ensemble. 


Nous ne chercherons pas a donner une définition du mot 
« ensemble » : il nous parait quil y a la une notion suffisamment 
primitive pour qu'une définition en soit au moins inutile; on 
peut seulement se proposer d’éclaircir par des exemples le sens 
de ce mot, mais ces exemples ne donneraient pas l’¢dée d’ensemble 
a celui qui ne l’aurait pas. On peut dire que l’on entend par 
ensemble une collection d’un nombre fini ou infini d’objets 
d’ailleurs quelconques; ce mot collection doit donc étre pris dans 
le sens le plus large possible; par exemple, on dira l’ensemble 
des nombres rationnels, Vensemble des nombres positifs, V en- 
semble des fonctions continues d’une variable réelle, Ven- 
semble des points situés sur un aercle donne et dont le sinus est 
incommensurable, etc. Nous supposons donc que nous avons 
Vidée d’ensemble; mais cette idée n’a point encore une netteté suffi- 
sante pour pouvoir figurer dans un raisonnement mathématique; 
le but des quelques pages qui vont suivre est précisément de 
chercher a donner 4 la notion d’ensemble la précision qui est 
nécessaire pour qu’on puisse l’utiliser dans des recherches rigou- 
reuses. 

La premiére difficulté quise présente est la suivante : lorsqu'un 
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, 
ensemble est composé d’une infinité d’éléments, quand doit-on 
le considérer comme donné (1)? Il est bien clair, en effet, que, si 
le nombre des éléments est finz, donner un ensemble, c’est donner 
tous ses éléments, sans en excepter un seul. Peut-on adopter une 
telle définition lorsque le nombre des éléments est infini: l’ex- 
pression donner une infinité d'éléments doit-elle étre regardée 
comme ayant un sens? 


II. — La notion de puissance. 


On rencontre cette question pour la premiére fois dans les élé- 
ments, lorsqu’on aborde l'étude des séries (2) et l’on adopte d’ha- 
bitude la définition suivante : une série infinie u,, U2, ..-) Un, --» 
est donnée, si l’on sait calculer Je terme général up lorsqu’on 
connait son rang 7. En d’autres termes, u, est une fonction donnée 
de n. Dvailleurs, u, peut étre donné explicitement en fonction 
de n, ou bien étre seulement déterminé par une loi quelconque, 


(') M. G. Cantor, dans un des Mémoires de haute importance qu’il a publiés 
sur la théorie des ensembles; donne la définition suivante : « Je dis qu’un 
ensemble d’éléments appartenant a une sphére abstraite quelconque est bien 
défini quand, par suite du principe logique du troisiéme exclu, on peut le con- 
sidérer déterminé de telle facon que : 1° un objet quelconque appartenant & cette 
sphere abstraite étant choisi, l’on puisse regarder comme intrinséqguement déter- 
miné s'ils sont égaux ou non, malgré les différences qui peuvent se présenter 
dans la maniére dont ils sont donnés. 

» En fait, on ne ponrra pas généralement effectuer d’une maniére sire et pré- 
cise les déterminations en question avec les méthodes ou les moyens dont on 
dispose; mais la n’est pas la question,... Pour éclaircir ceci, je rappelle la déti- 
nition du systéme de tous les nombres algébriques; on peut, sans aucun doute, 
concevoir étre déterminé intrinséquement si un nombre n, choisi a volonté, 
‘ppartient ov non aux nombres algébriques; néanmoias, le probléme qui con- 
siste 4 trouver cette détermination par rapport & un nombre donné 7 est souvent, 
comme on le sait. un des plus difficiles. » (Acta mathematica, t. Il, p. 363.) On 
verra que nous nous placons a un point de vue tres différent de celui de 
M. G. Cantor, dont nous avons tenu 4 citer textuellement ce passage, car il nous 
a paru trés intéressant, mais en méme temps assez difficile 4 comprendre pour 
que nous ayons craint d’en altérer le sens en cherchant 4 le résumer ou a J'in- 
terpréler. 

(7) On la rencontrerait aussi dans la définition des nombres incommensurables, 
par une fraction décimale ou par tout autre moyen; mais on a alors moins |’ habi- 
tude de la mettre en évidence; nous reviendrons plus loin sur ce point. 


% 
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par exemple par une relation de récurrence au moyen des termes 
précédents. Dans tous les cas, on connait un moyen de calculer 
successivement, les uns aprés les autres, tous les termes de la 
série, en les obtenant d’ailleurs chacun une seule fois ('). 

Nous sommes ainsi amenés 4 proposer la définition suivante : 
Nous dirons qu’un ensemble est donné lorsque, par un moyen 
quelconque, on sait en déterminer tous les éléments les uns 
apres les autres, sans en excepter un seul et sans répéter 
aucun d’eux plusieurs fois. Cette définition, a laquelle nous 
avons été naturellement conduits, paraitra sans doule claire au 
lecteur non encore familier avec cette théorie; mais l’une des 
idées que nous serions le plus heureux de faire acquérir a celui 
qui veut arriver a penser par lui-méme sur la athéorie des fonc- 
tions, c’est que, dans toutes les questions ou intervient l’infini, 
ilfaut se méfier extrémement de la prétendue clarté : rien n’est 
plus dangereux que de se payer de mots en pareille matiére. C’est 
ce que nous allons constater en analysant cette définition et nous 
serons ainsi conduits a plusieurs notions importantes. 

Que veulent dire, en effet, ces mots : Déterminer tous les 
éléments les uns aprés les autres? Reprenons l’exemple de la 
série w,; donner, les uns aprés les autres, les éléments de |’en- 
semble uw,, a ici un sens parfaitement clair; c’est donner 
d’abord wy, puis ug, puis U3, puis ws, .... Mais, si nous prenons 
un autre exemple, et si nous considérons, pour fixer les idées, 
ensemble de tous les points d’une circonférence, que sera-ce que 
les donner tous, les uns aprés les autres? Dans quel ordre faut-il 


Jes prendre pour étre assuré de Jes avoir tous? Sans étudier encore 


d'une maniére approfondie cette. embarrassante question, sur 
laquelle nous reviendrons dans Tes Notes, nous pourrions étre 
tentés de ‘répondre : Pour avoir tous les points d’un cercle, il 


(1) On pourrait aussi imaginer que u, est une fonction de 7 que l’on concoit, 
sans qu'elle soit explicite; au sujet d’une telle dépendance ( entre wu, et 7) qui ne® 
correspond a& aucune Joi mathématique, on consultera avec le plus grand fruit un 
intéressant article de M. Jules ‘'annery dans la Revue générale des Sciences 
(28 février 1897). La définition donnée par M. G, Cantor dans la note de la page 
précédente se rattache au méme ordre d’idées. Mais nous n’insistons pas sur 
cé point, car, sans en méconnaitre le trés haut intérét, nous devons constater 
qu’il a, actuellement, peu d’importance au point de vue purement mathématique. 
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suffit de le tracer avee un compas : la pointe du compas passera 
successivement par tous ces points, sans en excepter un seul. Il 
n’y a pas d’inconvénient a accepter provisoirement cette réponse, 
mais nous ne pouvons manquer (étre frappés des différences 
essentielles qu’elle présente avec celle que nous avons pu faire 
dans le cas de la série des uy. Pourne siynaler actuellement qu'une 
de ces difllérences : dans la série un élément est immédiatement 
précédé (et suivi) d’un autre élément parfaitement déterminé; il 
n’en est nullement de méme sur le cercle : un point n’a pas de 
point consécutif. — 

Qu’est-ce qui facilite notre conception de l’ensemble formé par 
les termes de la série? Il est aisé de se rendre compte que c’est le 
fait d’avoir pu dogner un indice 4 chacun de ces termes, de sorte 
que chacun d’eux corresponde 4 un nombre entier posilif déter- 
miné n. Dés lors, la conception que nous avons de lensemble 
des wu, est aussi claire que notre conception de l'ensemble des 
nombres entiers positifs 1, 2, 3, ....) nm, .... Or, ce dernier 
ensemble nous est tres familier(‘); nous avons certainement le 
droit de le regarder comme connu. C’est grace a celte connaissance 
que les mots : l’ensemble des uy est donné ont pour nous un 
sens bien précis. 

Si nous cherchons a analyser le procédé par lequel nous nous 
sommes donné cet ensemble des up, voici ce que nous constatons : 
nous sommes partis d’un ensemble que nous avons considéré 
comme donné : l'ensemble des nombres entiers positifs; puis, a 
chaque élément n de cet ensemble donné, nous avons fait corres- 
pondre (?) un élément de l’ensemble qu’il s’agissait de définir et 
qui s'est trouvé ainsi donné d’une manieére précise. Nos deux 
ensembles, l’ensemble des nombres entiers positifs, que nous 
désignerons par E, et l’ensemble des un, que nous désignerons 
pac U, sont done liés d’une maniére trés simple. A chaque élé- 


(*) Ce n’est point ici le lieu d’étudier les raisons pour lesqueiles cet ensemble 
nous apparaft comme bien connu, ni les procédés par lesquels notre esprit a 
acquis cette connaissance. On trouvera un résumé et une discussion des diverses 
opinions émises a ce sujet, ainsi que des renscignements bibliographiques, dans 
Vintéressante thése de M. Couturat : De l’Infini mathématique. Voir aussi 
Particle de M. Jules Tannery, déja cité. 

(7) Voir Ja note de la page 3. 
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ment (n) de E correspond un élément (u,) de U et un seul, 
et réciproquement a chaque élément (u,) de U correspond 
le seul (') élément (7) de E. 

Il résulte d’ailleurs de Ja qu’a des éléments différents de l’un des 
ensembles correspondent des éléments différents de l’autre. On 


peut exprimer cette relation entre E et U en disant qu il existe 


entre leurs éléments une correspondance univoque et réciproque; | 


nous conviendrons de dire, plus briévement, que les deux 


ensembles ont méme puissance. La notion de puissance, intro- 


duite par M. G. Cantor, est fondamentale dans Ja théorie des 
ensembles; comme nous venons de le voir, deux ensembles 
sont dits avoir méme puissance lorsqu’on peut établir entre 
leurs éléments une correspondance telie, qu’a tout élément de 
chacun d’eux corresponde un élément et un seul de autre. 

Il est clair que, si deux ensemble$ A et B ont chacun méme 
puissance qu’un troisiéme ensemble C, A a méme puissance que B. 
Au lieu de dire que deux ensembles ont méme puissance, on dit 
aussi que leurs puissances sont égales, de sorte que nous aurions 
pu exprimer le fait précédent en disant que deux puissances 
égales & une méme troisiéme sont égales entre elles; mais nous 
préférons éviter ce langage, qui a l’inconvénient de suggérer une 
analogie entre les puissances et les grandeurs mesurables, analogie 
quin’est pas suffisamment. justifiée; nous reviendrons d’ailleurs 
sur ce point (Note [). 

En définitive, pour nous donner l’ensemble U, nous sommes 
partis d’un ensemble E, de méme puissance que U, supposé 
donné, Il est clair que, d’une maniére générale, si l’on regarde 
un ensemble quelconque comme donné, on pourra regarder 
comme donnés tous les ensembles de méme puissance qu’on peut 
en déduire par un procédé analogue a celui qui, appliqué a E, 
nous a donné U. Par exemple, regardons comme donné |’ensemble 
formé de tous les nombres incommensurables compris entre o et 1; 
soit « l’un quelconque d’entre eux; prenons d’autre part, sur une 
circonférence de rayon R, une origine des arcs A et marquons tous 
les points M tels que l’arc AM soit égal a 2azR. Il est clair que 


(1) Bien entendu, on suppose que les u, sont tous différents, ou du moins 
pensés comme tels. 
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Yensemble des points M sera ainsi défini : c’est l’ensemble des 
extrémités des arcs incommensurables avec la circonférence. 

Si donc on se propose d’étudier les ensembles dans leur géné- 
ralité, la premiere question qui se pose est de savoir combien il 
y a de puissances différentes et la seconde, de connaitre un 
ensemble possédant chacune des puissances existantes. Mais, avant 
d’aborder ces difficiles questions, el aussi celle de savoir si l’on 
peut se donner des ensembles pat uo procédé différent de celui 


.que nous avons indiqué, il ‘ne sera pas inutile d’étudier 


les ensembles qui ont méme puissance qué l'ensemble E des 
nombres entiers positifs. Nous reconnaitrons, en effet, que cette 
puissance est la plus simple possible (‘) et que les ensembles qui 
la possédent ont des propriétés caractéristiques et importantes. 


& 


III. — Les ensembles dénombrables. 


Ces ensembles sont dits ensembles dénombrables ; voici ce que 
signifie cette expression : si un ensemble a méme puissance que 
l'ensemble E, nous pouvons toujours convenir de désigner par Up 
élément qui correspond au nombre entier n; nous pourrons alors 
ranger les éléments de l’ensemble dans une suite 


Uy, Ue, Ug, 0-5 Un, oy 


tout a fait analogue a celle des nombres entiers, dans laquelle 
chacun des éléments a un rang déterminé, un élément aa le pre 
céde et un élément qui le suit immédiatement. 

Nous ‘allons indiquer d’abord des classes importantes d’en- 
sembles dénombrables; nous montrerons ensuite qu’il y a des 
ensembles qui ne sont pas dénombrables, c’est-a-dire qui n’ont 
pas méme puissance que E. 

Par définition méme, est dénombrable tout ensemble dont 
chaque élément est affecté d’un indice, les indices prenant toutes 
les valeurs entiéres et positives. Supposons maintenant que nous 
eee a Iee MTOR EC ise oi Ne 


(*) Nous laissons de cété les ensembles composés d’un nombre fini d’éléments 
pour eux la notion de puissance se confond avec la notion de nombre: ils ont 
méme puissance lorsque leurs éléments sont en méme nombre. 
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ayons des éléments ug, tels que l’indice x prenne seulement des 
valeurs entiéres positives, mais sans les prendre toutes; d’ailleurs, 
bien entendu, deux éléments différents ont toujours des indices 
différents. Dans ces conditions, l'ensemble des ug est encore 
‘dénombrable; en effet, les indices 2 étant des nombres entiers 
positifs, nous pouvons les ranger par ordre de grandeur croissante, 
désigier le plus petit par a,, celui qui est le plus petit parmi les 
autres par a, le suivant par a3, etc. Si nous posons ensuite 


uy,,= 1, Ua, = ¥2, Ug, = 03, Cao) 


nous reconnaitrons que notre ensemble, pouvant se mettre sous 
la forme 


M49 Vayn (O's, tery 


-est dénombrable. Par exemple, on pourrait supposer que les 
indices @ sont tous les nombres pairs, ou bien tous les- nombres 
premiers, etc. On-reconnait ainsi que l’ensemble des nombres 
pairs, par exemple, a méme puissance que l'ensemble E de tous les 
nombres entiers, et, effectivement, si l’on fait correspondre 
a chaque nombre pair le nombre dont il est le double, on aura 
réalisé une correspondance univoque et réciproque entre ces deux 
ensembles. On yoit combien la notion de puissance se distingue de 
la notion de nombre; l’axiome arithmétique : le tout est plus 
grand que la partie, n’a pas d’analogue dans la théorie des puis- 
sances : l’ensemble des nombres pairs est une partie de E et 
cependant a méme puissance que E ('). 


-Considérons maintenant un nombre limité d’ensembles dénom- 
brables, trois pour fixer les idées : 


uy, lla, U3, «ses 


V1, M9, V3, sree 


Je dis que l’ensemble de tous ces éléments est dénombrable ; il 


(1) On peut remarquer que la propriété d’avoir méme puissance que certaines 
de leurs parties aliquotes caractérise les ensembles infinis; cette propriété a pu 
étre proposée comme définition de ces ensembles, par opposition aux ensembles 
finis. 
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suffit pour nous en convaincre de poser he 
Uj = S3i-2, Oi = S3i-1, Wi = S3iz 


ou, si l’on préfére, d’écrire comme il suit les éléments les uns 


4 la suite des autres, en inscrivant au-dessous de chacun d’eux le 
nombre entier positif correspondant, qui n’est autre que son 


rang ; 
Ur, 1, Wy, Ug, V2, We, Uz, 03, W3, «+4 


I, 2, 3; 4, 5, 6, 7) 85 Q,- see 


On conclut de la immédiatement qu’nn ensemble dont tous 
les éléments ont pour indices des nombres entiers différents, posi- 
tifs ou négatifs, est dénombrable. 

Considérons maintenant un ensemble dont chaque éléinent a 
plusieurs indices, chaque indice prenant toutes les valeurs — 
entiéres positives. Si nous nous bornons d’abord au cas de deux 
indices, nous pourrons écrire cet ensemble de la maniére 


suivante : 
Ui Ur4q Ug Uty 


Uo, Ueg U23 Ugg poe, 
31 Use Ugg U3, «ee, 


Uy1 Ugg Ung 0s. wee 


Pour ranger ses éléments de telle maniére qu'il apparaisse 
nettement quil est dénombrable, il nous suffira de les écrire 
comme il suit : 


Uri; Wer, Uig; Uzi, Use, Uizg; Us, Uge, Ue3, Us1y; Usty «+e 


Le procédé que nous venons d’employer s’étend immédiatement 


au_cas ou le nombre des indices dépasse deux; considérons l’en- 
semble de tous les éléments 


Umy,, my, L-4)Mp) 


m,, Mz, .... Mp prenant toutes les valeurs entiéres et positives. Il 


. 9° e bd ta - la 
est clair qu'il y a dans cet ensemble un nombre limité d’éléments 
pour Jesquels on a 


M+ Me+...+ Mp=Nn, 


n étant un nombre positif déterminé. Si l’on suppose successive- 


nX~ 
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mentn—=p, p+1,p+2,..-, on aura chaque fois un nombre 
limité d’éléments, que l’on pourra écrire sur une méme ligne les 
uns a la suite des autres. On écrira d’abord |’élément lis... qu 
correspond a n= Pp, puis ceux qui correspondent 4a == p+ 1 (en 
les rangeant dans un ordre quelconque), puis ceux qui ¢orres- 
pondent 4n=p-+2,.... Comme, pour chaque valeur de n, on 
en écrit un nombre limité, il est clair que tout élément de l'en- 
semble occupera dans cette suite un rang fini, car il est obtenu 
pour une valeur finie de 7; l’ensemble est donc dénombrable. Dans 
le cas ou p est égal 4 2 ou a 3, on peut donner a ce raisonnement 
une forme géométrique, que nous allons exposer, en supposant 
p=3. Elle s’étendrait d’ailleurs aux valeurs de p supérieures a 3 
par l’emploi de la géométrie 4 plus de trois dimensions. 

Ayant choisi trois axes rectangulaires et une unité de longueur 
arbitraire, nous pouvons faire correspondre a |’élément Up, mms, m, 1 
point dont les coordonnées sont mj), m2, m3. Nous obtenons ainsi 
tous les points dont les trois coordonnées sont des nombres 
entiers positifs. L’ensemble de ces points a manifestement méme 
puissance que l’ensemble donné, d’aprés la maniére méme dont on 
l’a obtenu. 

Or, cet ensemble de points a évidemment les propriétés sui- 
vantes : 1° il contient une infinilé de points; 2° une sphére quel- 
conque en renferme un nombre limité. Nous allons montrer que 
tout ensemble formé de points situés dans l’espace et possédant 


ces deux propriétés, a méme puissance que E, c’est-a-dire est 


dénombrable. Pour le prouver, il nous suffit de faire voir que 
nous pouvons numéroter les points de cet ensemble au moyen des 
entiers positifs, de maniére que deux points diflérenis aient deux 
numéros différents et que chaque point ait un numéro unique. 

Or, considérons une série de sphéres concentriques de rayons 
croissants ; nous supposerons, par exemple, que ces rayons sont 
successivement tous les nombres entiers posilifs: la sphére S, a 
pour rayon n. Par hypothése, la sphére S, renferme un nombre 
limité (qui peut étre nul) de points de l’ensemble : nous Jeur 
donnerons dans un ordre arbitraire les numéros 1,2, 3, ..., p. La 
sphére S, en renferme aussi un nombre limité; considérons seule- 
ment ceux qui ne sont pas encore numérolés et donnons-leur les 
numéros p-+1, p+ 2,...,g; nous considérergns ensuite les 
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points (en nombre limité) situés a l’intérieur de S3 et non encore 
numérotés; ils recevront les numéros g +1, g-+2,...,7. Il est 
clair que, en procédant ainsi, chaque point aura un numéro diffé- 
rent; d’ailleurs tous les points seront numérotés, car, si R est 
la distance de l’un d’eux P au centre commun des sphéres et sin —1 
désigne la partie entiére de R, le point P sera numéroté lorsqu’on 
considérera la sphére S,, ce qui arrivera certainement, L’ensemble 
des points considérés est donc dénombrable. 

On voit que cette démonstration s’applique au cas ot tous les 
indices ou quelques-uns d’entre eux prendraient aussi des valeurs 
entiéres négatives et aussi au cas ou certains indices ne prendraient 
pas toutes les valeurs entiéres. Mais ce que nous avons dit au sujet 
du cas ov il y a.un seul indice doit suffire pour que le lecteur 
soit convaincu que ce sont la des détails sans importance ne pou- 
vant introduire aucune difficulté. Nous ajouterons seulement une 
remarque : dans le cas ov il y a plusieurs indices, il suffit que Vun 
d’eux puisse prendre une infinité de valeurs, le nombre des 
valeurs des autres pouvant étre limite. 

L’une des applications les plus importantes des considérations: 
précédentes est relative aux nombres rationnels. On obtient tous 


les nombres rationnels = en prenant pour g un nombre posiuf 


quelconque différent de zéro et pour p un nombre positif ou 
négatif premier avec q. Il est clair qu’on obtient ainsi tous les 
nombres rationnels, et chacun une seule fois. Or, on peut poser 


Pee 
UES is Up,q 


q 


Pp et q prenant Jes valeurs que nous venons de dire; l'ensemble 
des Up,7’est manifestement dénombrable. De méme, si nous con- 
sidérons, dans un espace, a un nombre quelconque (fini) de 
dimensions, tous les points dont les coordonnées sont des nombres 
rationnels, ils forment aussi un ensemble dénombrable; par 
exemple, dans l’espace ordinaire, on peut faire correspondre au 
point 


Ui 


=P P P" 
Me — =s s=->5 
Pere q 


ee ia ey s _ x 
Pélément a six indices 


“p,q, p',9',P")q"" 
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Ces six indices prennent d’ailleurs une partie des valeurs 
entiéres (positives ou négatives); cela suffit pour que l’ensemble 
des éléments considérés forme un ensemble dénombrable. 

Remarquens maintenant que les observations présentées plus 
haut, sur la possibilité d’admettre que, dans une série a un seul 
indice, Vindice peut prendre seulement une partie des valeurs 
entiéres positives, sans que l’ensemble cesse d’étre dénombrable, 
équivalent au théoréme suivant : st, par un procédé quelconque, 
on choisit une infinité d’éléments parmi les éléments dun 
ensemble dénombrable, on obtient encore un ensemble dénom- 
brable. 

Il en résulte que, si l’on considére, par exemple dans l’espace a 
trois dimensions, une infinité de points a coordonnées toutes 
rationnelles, on obtient un ensemble dénombrable, quel que 
soit le procédé par lequel on a distingué cette infinité de l’en- 
semble de tous les points 4 coordonnées toutes rationnelles. 

Remarquons, enfin, que lorsque nous parlons des points a 
coordonnées rationnelles, nous devons toujours supposer que 
nous avons choisi une unité de longueur, laquelle est d’ailleurs 
arbitraire. On en conclut immédiatement que l’ensemble des 
points dont les coordonnées sont de la forme 


=£6.. gay, 


=—¢4 
oe. s 


m,n, Pp, q,-7, s élant des entiers arbitraires et a, 8, y des lon- 
gueurs quelconques déterminées, forme un ensemble dénom- 
brable. Plus généralement, il en est de méme des points dont les 
coordonnées peuvent se mettre sous la forme 


m m' mi) 
Bo a aed He. ee lh), 
n n ni’) 
td (ki 
she P PO Bin 
er eg: poe qa e ; 
is re; rly 
a pale 5 he st > 
les longueurs déterminées a,..., «, B,..-, BM 7, ---, ¥™ 


pouvant étre.en nombre quelconque, mais fini, et les entiers m, 

/ — 
N, P, 7,7, 5, m', n',... pouvant prendre toutes les valeurs pos 
sibles ou éltant soumis a des restrictions de nature quelconque, 
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a condition, bien entendu, qu’il y ait une infinité de points dans 
Vensemble. 

Les exemples que nous avons donnés nous paraissent suffi- 
sants (‘) pour faire comprendre au lecteur la nature des ensembles 
dénombrables, considérés en eux-mémes; nous allons maintenant 
les étudier dans leurs rapports avec les autres ensembles. II est 
vrai que nous n’avons pas encore démontré |’existence d’en- 
sembles non dénombrables; mais nous pouvons provisoirement 
postuler cette existence, sans faire aucun cerele vicieux; cette 
lacune ne tardera d’ailleurs pas 4 étre comblée. 


IV. — Comparaison des ensembies dénombrables 
avec les autres ensembles. 


Nous allons d’abord montrer que, étant donné un ensemble 
infint quelconque, on peut toujours supprimer, parmi ses élé- 
ments, une infinité d’éléments formant un ensemble dénombrable, 


sans que l’ensemble cesse d’étre infini. En désignant par A l’en- 


semble donné, nous pouvons écrire 


A=D+A’, 


D désignant un ensemble dénombrable et A’ un ensemble infin ; 
le signe + signifie d’ailleurs que l'ensemble A est formé par la 
réunion des ensembles D et A’, lesquels n’ont aucun élément 
commun. 

Pour démontrer cette proposition, i! nous suffit de remarquer 
que, dire que l’ensemble A estinfini, c’est dire que, étant donné 
un nombre quelconque 2n, l'ensemble A renferme plus de 2n 
éléments. D’aprés cela, donnons-nous des nombres pairs crois- 


sants P 
2N1, 2Me, BW@N3, Why, «+e. 


? : ele 5 
_ L’ensemble A renfermant au moins 27, é!éments, nous pouvons (?) 
en choisir 2n, et, parmi ces 27,, en désigner un par w,; l’en- 


(*) Dans le Chapitre suivant, nous étudierons un autre ensemble dénombrable 
tres important, celui des nombres algébriques. 

(7) Sur la possihilité de tels choix, voir la Note IV, et en particulier la dis- 
tinction entre les ensembles dénombrables et les ensembles effectivement énu- 
mérables. (Note de la deuxiéme edition.) 
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semble A renfermant au moins 27, éléments, nous pouvons en 
trouver 2(%,—n,) ne faisant pas partie des 2n, déja choisis 
et désigner l'un d’eux par wy, .... llest clair que, en continuant 
ainsi, nous formerons un ensemble dénombrable 


Uy, Ug, eve 


que nous pouvons désigner par D et il subsistera une infinité A! 
d’éiéments, 4 savoir les 2n, d’abord choisis, excepté u,, les 
2(N2.—M,) pris ensuite, sauf us, ..., plus ceux, s’il y en a(‘), 
qtti n’auront pas été choisis. 

Ainsi on voit que tout ensemble infini comprend un ensemble 
dénombrable : en ce sens, on peut dire que la puissance des 
ensembles dénombrables est Ja plus petite des puissances. 

Une proposition plus importante est la suivante : l’ensemble 
infint A’, que Von obtient en supprimant de A les éléments de 
Yensemble dénombrable D, a méme puissance que A. En effet, 
de méme que nous avons écrit 

A=D+4A’, 
nous pouvons é€crire 

A’=D'+ A’, 
D’ étant un ensemble dénombrable et A” un ensemble infini. 
D’ailleurs, Ja réunion des deux ensembles dénombrables D et D’ 
forme un ensemble dénombrable A 


D— D’= A; 
nous avons, par suile, 
A=D+A‘'=D+D'+A’"=A+ A". 


Il s’agit de prouver que Aet A’ ont méme puissance; il nous suffit 


de récrire les égalités 
A=A+A’",. 


A’= D'+ A’, 


et de remarquer que D’ et A ont méme puissance, puisque ces 
sont deux ensembles dénombrables. A et A’ peuvent donc étre 


(1) On voit aisément qu’il y en aura si !’ensemble A n’est pas dénombrable. 
Dans ce cas il est évident que, sil’on supprime de A un ensemble dénombrable, 
il doit rester un ensemble non dénombrable, sinon A serait dénombrable. 
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regardés comme obtenus en ajoutant 4 un méme ensemble A” 
deux ensembles de méme puissance D et A; . ont donc évidem- 
ment méme puissance (')- 

Ce théoréme est trés important (7), parce qu’il nous montre 
que, lorsqu’on étudie les puissances des ensembles non dénom- 
brables, on peut négliger sans inconvénient un ensemble dénom- 
hrable d’éléments. Les ensembles dénombrables jouent ainsi, par 
rapport aux autres, le méme réle que les infiniment petits vis-a-vis 
des quantités finies. 

Nous allons montrer maintenant qu’il existe effectivement des 
ensembles non dénombrables en faisant voir que: l’ensemble des 
nombres réels compris entre o et 1 nest pas dénombrable. Il 
suffit, pour le prouver, de montrer que, si l’on a un ensemble 
dénombrable quelconque 


Uy, Uy, U3, «2+, Uny oe, 


il y a des nombres compris entre o et 1 qui ne font pas partie de’ 
cet ensemble, Nous pouvons évidemment supposer que tous les u 
sont compris entre o et 1. Figurons le segment de droite o-1 et 
marquons-y les points uw, et Us, en supposant, pour fixer les idées, 
Uy <_ Up. 

Considérons maintenant les éléments successifs de notre 
ensemble, dans leur ordre naturel, 


U3, U4, Us, --s, 


et soit uy, le premier d’entre eux qui est compris dans }’inter- 
valle w,-w. (on pourrait avoir a3== 3). Hl est clair que tous les 
points de Vensemble compris dans Vintervalle wg-u2: ont un 
indice supérieur a #3; car si l’un d’eux avait un indice inférieur 
a2; on aurait dé le prendre au lieu de u,,. Continuons a consi- 
dérer Jes éléments successifs aprés wy, et soit ug, le premier 


(") ll résulte, en effet, de la définition méme de la puissance que si deux 
ensembles peuvent étre décomposés en un méme nombre. d’ensembles ayant 
respeclivement mémes puissances, ils ont méme puissance. , 

(*) Comme exercice, le lecteur démontrera aisément d’une maniére directe que- 
Vensemble des nombres réels, et l'ensemble A‘ des nombres réels non entiers, ont 
méme puissance. Il pourra prendre pour D les nombres entiers n et pour D’ Jes 


I 
nombres de la forme n+ -; par exemple. 
2 
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d’entre eux qui est compris dans l’intervalle ug.-u2; nous dési- 
gnerons de méme par ug, le premier élément compris entre Ug, 
el Ug, et, d'une maniére générale, par u,,,, le premier élément 
compris dans lintervalle u,-u,,,,- [l est clair d’abord que, si 
Yun de ces intervalles ne renfermait aucun point de l'ensemble, 
nous aurions constaté par cela méme l’existence de points compris 
entre 0 et 1 et n’appartenant pas 4 l’ensemble ; nous pouvons donc 
supposer que la suite des 2, se prolonge indéfiniment; d’ailleurs, 
les a, étant les nombres entiers croissants, x, augmente indéfini- 
ment avec nr. Enfin, d’aprés la maniére méme dont sont choisis 
les u,,, tous les éléments de l'ensemble compris entre ug, et Ug, ,, 
ont un indice supérieur a %,4,. Cela posé, les nombres wy, Ug,, 
Ug, +++) Ug,,,,) +++ Sont visiblement croissants et tous inférieurs 
aux nombres décroissants Ug, Ug, Ug,, ++.) Ug,,, +++» La premiere 
de ces suites a donc une limite ¢, la seconde une limite ~, et l’on 
ayvSw. Je dis que le nombre  n’appartient pas a l’ensemble; en 


effet, si l’on avait 
9 = Uk, 


nous pourrions prendre n assez grand pour que l’on ait a, >k et 
nous arriverions a cette conclusion contradictoire que l’élément ux 
est compris entre uz, et U,,,,, & étant inférieur 4 ap. Donec, ily a 
entre 0 et I au moins un point qui n’appartient pas a |’ensemble 
dénombrable chotsi arbitrairement, uy, Ug,..+, Un, «+-. ll en 
résulte que |’ensemble des points compris entre o et 1 n’est pas 
dénombrable, et, par suite, qu'il y a une infinité non dénom- 
_brable de points qui n’appartiennent pas 4 l’ensemble dénom- 
brable considéré (‘). 

Nous connaissons donc un ensemble non dénombrable; on peut - 
remarquer que l’existence de cet ensemble résulte du théoréme 
suivant : Des nombres croissants, tous inférieurs a un nombre 
fixe, ont une limite. Or ce théoréme est une conséquence de la 
définition des nombres incommensurables et, 4 quelque point de 
vue que l’on se place, postule la notion du conéinu. Nous ne nous 


(1) Ce raisonnement est analogue a celui-ci: Etant donné un ensemble, si 
nous savons démontrer que, lorsqu’vun.en supprime un nombre fini quelconque 
d’éléments, il en reste au moins un, nous pourrons affirmer que l’ensemble 
renferme une infinité d’éléments et, par suite, qu’il en reste une infinite. 
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étendrons pas plus sur l’origine et la nature de cette notion que 
nous ne l’avons fait sur la notion de l’ensemble E des nombres 
entiers positifs; nous admettrons que l’ensemble C des nombres 
compris entre o et 1 nous est donné, sans rechercher comment il 
pourrait l’étre effectivement. Les ensembles ayant méme puissance 
que l'ensemble C seront dits avoir la puissance du continu. 


V. — Les ensembles qui ont la puissance du continu. 


Parmi les ensembles ayant la puissance du continu, nous pou- 
vons citer tout d’abord, d’aprés un théoreme démontré tout a 
Vheure, les ensembles que l’on obtient en supprimant, parmi les 
nombres compris entre o et 1, un ensemble dénombrable quel- 
conque; par exemple, en supprimant tous les nombres rationnels. 
D’autre part, il est aisé de voir que l'ensemble de tous les points 
silués sur une droite, ou sur une ou plusieurs courbes analytiques 
quelconques, a la puissance du continu, car on peut aisément 
établir une correspondance univoque et réciproque (') entre les 
points de tels ensembles et les points compris entre 0 et 1. On 

lest, d’autre part, évident que, sil’on réunit une infinité dénom- 
brable d’ensembles dont chacun a la puissance du continu, l’en- 
semble ainsi obtenu a aussi la puissance du continu. Car on peut, 
par exemple, constater que le premier ensemble a méme puissance 
que les points compris entre o et 1, le second méme puissance que 
les points compris entre 1 et 2, le troisiéme méme puissance que. 
les points compris entre 2 et 3, etc., de sorte que l’ensemble formé 
par la réunion de Vinfinité dénombrable d’ensembles considérée a 
-méme puissance que l’ensemble de tous les nombres positifs, 
c’est-a-dire la puissance du continu. 

Mais un théoréme bien plus remarquable et qui est une des 
plus belles découvertes de M. G. Cantor est le suivant: si ona 
une infinité d’ensembles ayant la puissance du continu, cette infi- 
nité (dans laquelle chaque ensemble est regardé comme un élé- 


(') Silon cherche a établir analytiquement une telle correspondance elle 
pourra laisser de cété des points isolés en nombre limité : nous savons que cela 
n’a aucune importance. 


\ 


NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES. 17 


ment) ayant elle-méme la puissance du continu, l’ensemble total 
formé par la réunion de tous les éléments des ensembles consi- 
dérés a aussi la puissance du continu. La forme géométrique que 
Pon peut donner a cet énoncé le rendra peul-étre plus clair : 


considérons deux axes rectangulaires et un carré dont les cétés 
ont pour équations 


r2=0, L=1; yY=9, yat. 


Il est clair que !’on obtient tous les points intérieurs au carré 
par la réunion de tous les points silués sur toutes les paralléles au 
cété yo, menées par les divers points du cété =o. Sur 
chacune de. ces paralléles on a un ensemble qui a la puissance du 
continu et l’ensemble de ces paralléles (chacune d’elles étant un 
élément) a évidemment aussi la puissance du continu. Le théoréme 
de M. G. Cantor revient donc au suivant, et c’est sous cette forme 
qu'il a été énoncé par son auteur : l’ensemble des points inté- 
rieurs au carré a méme puissance que l’ensemble des points 
compris entre 0 et 1. . 

Remarquons d’abord que nous pouyons nous borner a consi- 
dérer les points 4 coordonnées incommensurables, car nous savons 
que l’ensemble I des nombres incommensurables compris entre o 
et 1 a méme puissance que l’ensemble C de tous les nombres 
compris entre o et 1. Nous pouvons établir entre les éléments 
de TI et de C une correspondance univoque et réciproque. Dési- 
gnons par a, 8, y,... les éléments de I’ qui correspondent res- 


pectivement aux éléments a, b,c, ... de C et faisons correspondre 
au point de coordonnées 


2=—a; y=, 
le point de coordonnées 
naa y=B; 


nous constatons ainsi que l’ensemble des points intérieurs au 
carré (que l’on y comprenne ou non ceux qui sont sur le péri- 
métre) a méme puissance que l’ensemble des points intérieurs 


dont les deux coordonnées sont incommensurables. 


Le théoréme a démontrer revient donc a ceci: /’ensemble des 
points intérieurs au carré et dont les deux coordonnées x, y, 
B. ‘ 


2 
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sont incommensurables, a méme puissance que l’ensemble des 
nombres incommensurables z compris entre o et 1. 

En d’autres termes, il suffit de faire voir que l’on peut, a tout 
systeme de deux nombres incommensurables 2, y compris entre 0 
et 1, faire correspondre un nombre incommensurable z compris 
entre o et 1, de maniére qu’a tout couple z, y corresponde un 
seul nombre z et, 4 tout nombre s, un seul couple z, y. 

Or il est tres aisé de réaliser une pareille correspondance. Ii 
nous suffit de remarquer avec M. G. Cantor que, si l’on réduit en 
fraction continue un nombre s compris entre o et 1, on obtient 


un développement de la forme 


I 
Cite 


1, Xo, %3, %,,--. étamt des entiers déterminés dont aucun n’est 
nul. Donc, a tout nombre z considéré correspond une suite bien 
déterminée d’entiers positifs, dont aucun n’est nul, 


(1) Qa oe Geng, cies a 


et, réciproquement, une telle suite détermine d'une maniére 
unique le nombre z. Cela posé, il nous suffira de déterminer x 
et y par deux suites infinies extraites de la suite (1), d’aprés une 
loi déterminée, par exemple par les deux suites 


Ay, %3, Os, Ca) 


Ae, Ay, Og, oes, 


c’est-a-dire de poser: 


SaaS aie 
as. . a. 
45 ° 


Il est clair que la connaissance de z détermine, d’une maniére 
unique, x et y, et que, réciproquement, la connaissance de x et 
de y détermine 3 d’une maniére unique. La proposition que nous 
avions en vue est done établie. Il est clair que la démonstration 
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ne serait en rien modifiée, si, au lieu de deux variables x, y, on 
en avait un nombre fini quelconque. 
Supposons maintenant que nous ayons une infinité (dénom- 


brable) de variables 


B1y 22, +++) Sny vee 


dont chacune peut prendre toutes les valeurs incommensurables 
comprises entre o et 1 et appelons point tout systéme de valeurs 
données a ces variables, deux points étant différents dés que 
toutes les variables n’ont pas les mémes valeurs pour ces deux 
points. Je dis que !’ensemble des points ainsi obtenus a la puis- 
sance du continu. Pour le faire voir, posons, n étant un indice 


quelconque et les u des nombres entiers positifs, 
1 
an >= 
Uni - 
une 


1 
I 
Unat- I 
“t+ — 
Unps, 


Nous savons, d’une infinité de maniéres, ranger les termes du 
tableau a double entrée 


Uri, Ujag see, Up, oees 


ered ety see, eee eee 


Uni, Une, «eer Unpy wees 


Se Se te Nic 
dans une série simple : 


PS Pip 2 ery Phy 


Choisissons un procédé déterminé (d’ailleurs quelconque) pour 
opérer cette transformation; nous poserons 


1 
I 

.————— 

bd Cae 

et nous ferons correspondre le point 2 au point (51, 32, «++) Sz) +++) 

Nous aurons ainsi réalisé la correspondance exigée; on léverail 

aisément la restriction imposée aux z d’étre incommensurables. 
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Les considérations précédentes sont trés importantes parce 
qu’elles nous montrent que, si l’on fait abstraction de la conti- 
nuité de la correspondance entre deux ensémbles continus, il 
n’y a pas de différence essentielle entre les ensembles continus & 
une dimension et les ensembles continus 4 deux (ou trois ...) 
dimensions, entre les fonctions d’une variable et les fonctions 
de plusieurs variables. Nous entrerons plus loin dans quelques 
détails sur ce sujet (Note [[1); notre seul but, dans ce Chapitre, a 
été de préciser un peu la notion d’ensemble. 

Voici la conclusion a laquelle nous arrivons; nous connaissons 
actuellement deux puissances : la puissance des ensembles denom- 
brables et la puissance du continu; nous pouvons définir des 
ensembles ayant l’une de ces deux puissances en supposant 
définis, dune part, l’ensemble E. de tous les nombres entiers 
positifs, d’autre part, |’ensemble C de tous les nombres compris 
entre o et 1. Nous sommes d’ailleurs certains que les puissances 
de E et de C sont différentes. Ces notions nous suffiront pour les 
applications que nous avons en vue. Nous reviendrons dans les 
Notes sur plusieurs points que nous avons laissés de cété et cher- 
cherons notamment a éclaircir un peu les notions générales 
d’ensemble et de puissance. 
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LES NOMBRES ALGEBRIQUES ET L’APPROXIMATION DES INCOMMENSURABLES. 


I. — Généralités sur les nombres algébriques. 


On appelle nombre algébrique toute racine d’une équation, 
algébrique a coefficients entiers ('). 
Soit «+ 78 une racine de l’équation 


{1) J( 2) + tg(x2)=0, 


f et g étant des polynomes 4 coefficients réels et entiers. Il est clair 
que l’équation 
(2) TI) et eC Y= 0 


admet la racine a — 78. 


Formons Péquation qui admet pour racines toutes les quantités 
dela forme 


xz étant une racine quelconque de (1) et y une racine quelconque 
de (2) et soit 


(3) F(z) =0 


cette équation. On reconnait immédiatement 
1° Que cette équation a ses coefficients entiers (7) ; 
2° Qu’elle a ses coefficients réels ; 
3° Qu’elle admet « pour racine. 


(*) I est clair que si les coefficients d’une équation sont rationnels, on peut 
les rendre entiers sans changer les racines de |’équation. 

(?) Aprés quel’on a, s’il est nécessaire, multiplié som premier membre par un 
facteur convenable. 
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° ey s ? 
On verrait d’une maniére analogue que 8 est racine d’une cer- 
taine équation algébrique 4 coefficients entiers réels. 


BY 


Il en résulte qu’on peut se borner a considérer les nombres. 
algébriques réels, c’est-a-dire les racines réelles des équations 
algébriques & coefficients entiers réels, Si a et B sont deux tels 


x 


nombres, vérifiant respectivement lés équations a coefficients 


entiers 
(4) F(a) =0, 
(5) G(B) =0, 


2 


il est clair que =a-+78 vérifiera une équation a coefficients 
entiers que l'on obtiendra en ¢liminant 8 entre |’équation (5) et. 
léquation 


(4’) F(z — iB) =0. 


On obtiendra donc aisément tous les nombres algébriques, si 
l’on connait les nombres algébriques réels. Cette proposition est 
d@’ailleurs plus curieuse qu’utile et, si nous l’utilisons plus loin, on 
reconnaitra aisément que nous pourrions nous en’ passer en modi- 
fiant 4 peine les raisonnements. Voici une proposition analogue, 
mais plus générale et plus importante : les racines des équations — 
a coefficients algébriques sont elles-mémes des nombres algé- 
briques. ; 

Considérons en effet une équation 


(A) J (x, %, B,...,¥) =0, 


f étant un polynome 4 coefficients entiers par rapport a l’incon- 
nue x et aux nombres algébriques donnés @, 8, ..., d. 

Par hypothése, ces nombres sont des racines d’équations 4 coef- 
ficients entiers 


p(a) =o, 
¥(B)=09, 
(B) ieee ies 
; w() = 0. 
Il est clair qu’en éliminant a, 8, ..., \ entre les équations (A) 


et (B) on obtiendra une équation a eaethictants entiers 


F(z) =0 
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qui admettra toutes les racines de (A); donc ces racines sont des 
nombres algébriques. 

fl en résulte que l’ensemble des nombres algébriques com- 
prend tous les nombres que lon peut définir a laide des 
nombres enters supposés connus, et d’un nombre fini d’opéra- 
tions algébriques. 

Cette proposition montre l’importance des nombres aleébriques 
et fait prévoir quwils ont un grand nombre de propriétés arithmé- 
lques intéressantes (‘) ; nous allons en indiquer quelques-unes. 


II. — L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. 


Parmi les équations 4 coefficients entiers que vérifie un nombre 
algébrique (7), il y en a une dont le degré est moins élevé que 
celui des autres (*); ce degré sera dit le degré du nombre algeé- 
brique. 

Considérons un nombre algébrique de degré n; il vérifie une 
équation de la forme 


(@) Mor" + my e"—-!+...4+ mMpa=o, 


Mo, mM, ..., My étant des nombres entiers positifs ou négatifs (*). 


ee > > — 


(1) L’une des propriétés les plus importantes des nombres algébriques est la 
suivante : étant donné un nombre quelconque (fini) de nombres algébriques A, 
on peut déterminer un nombre algébrique &, tel que tous les nombres A soient 
égaux a des polynomes en & a coefficients entiers. Cette proposition se démontre 
aisément par les méthodes dues au génie de Galois; mais ce n’est point ici le lieu 
de les développer. On peut consulter a ce sujet quelques Chapitres de M. Jules 
Drach dans l’Introduction al’étude de la Théorie des nombres et de l’Algébre 
supérieure (Paris, Vuibert, 1895). 

(2) Nous nous bornons, pour plus de netteté, aux nombres algébriques réels; ih 
n’y aurait que trés peu a modifier dans le cas contraire. ES, 

(*) Cette équation est irréductible dans le domaine naturel; mais nous n’avons 
ici nul besoin de la théorie de l’irréductibilité. 

(4) Si nous tenons a préciser, c’est-a-dire 4 ne pas écrire deux fois la méme 
équation, nous pouvons supposer: 1° que m, est positif, 2° que m),m;, ..., m, sont 
premiers entre eux dans leur ensemble. Mais ces détails sont ici sans impor- 
tance. 
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Si équation («) a p racines réelles (‘), nous les désignerons par 


Lay, 114, Mg, «+5 ™Mny 1d 


Lrg, My, Mg, «06,2, 2 


Lmo, 114, Mg, 6+ +) IM ny Pd 


dans un ordre d’ailleurs arbitraive. 

Nous voyons ainsi que les nombres algébriques de degré n 
peuvent étre représentés par une letlre x affectée de n + 2 indices 
prenant seulement des valeurs entiéres (et ne les prenant d’ailleurs 
pas toutes, ce qui est sans importance); ils forment done un 
ensemble dénombrable; si on les désigne par ; 


(nh) n) n n 
PE Na ee ees bee sets 


on voit que fous Jes nombres algébriques peuvent étre représentés 
par une méme lettre y affectée de deux indices entiers et forment 
par suite un ensemble dénombrable. Ce vésultat fondamental est 
di a M. G. Cantor qui |’a établi d’une maniére un peu différente. 
Etant donnée une équation («), appelons rang d’une racine quel- 
conque de cette équation la somme 


| mo| + |my|+ | me] +...+| mal +n, 


i] est manifeste que le nombre des équations de rang donné est | 
fimité. En considérant successivement les équations de rang 3, 4, 
3D, +--+, ON pourra ainsi ranger tous les nombres algébriques en une 
série simple, ce qui prouve qué leur ensemble est dénombrable. Il 
est a peine besoin de faire observer que les nombres rationnels 
sont un Cas particulier des nombres algébriques. 

Une des conséquences importantes de la proposition de M. G. 
Cantor, c’est qu’il existe dans tout intervalle une infinité non dénom- 
brable de nombres non algébriques. On peut méme affirmer que 
Vensemble des nombres non algébriques compris dans un inter- 
valle donné, a la puissance du continu. 


°) A £ x Linn ed 
L’existence de nombres non algébriques a été reconnue pour la 


(*) Si Pune de ces racines est un nombre algébrique de degré n, il en est de 
méme des autres, d’aprés la théorie de l’irréductibilité. Si l’on n’admettait pas 


ce point, il suffirait de dire que l’on considére seulement celles des racines qui 
sont des nombres algébriques de degré n. 
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premiére fois par Liouville, & l’aide de considérations trés intéres-. 
santes que nous allons développer dans un instant. Mais le procédé 
' que nous indiquerons, d’aprés Liouville, pour former des nombres 

non algébriques est trés artificiel et l’on ne connait aucune pro- 
priété des nombres que l’on définit ainsi. Le probléme qui consiste 
a déterminer si un nombre, défini par un procédé analytique 
-déterminé, est ou n’est pas algébrique, est un des plus difficiles qui 
puissent se poser aux géomeétres, car il semble qu’on ne puisse indi- 
quer aucune voie générale pour l’aborder ; les moyens qui condui- 
sent au but pourront varier complétement suivant la maniére dont 
le nombre est défini. 

Aussi, lorsque M. Hermite, en 1873, démontra que le nombre e 
nest pas. algébrique, ce résultat appela l’attention universelle.— 
C’était en effet le premier exemple effecti/, si l’on peut ainsi dire, 
d’un nombre. transcendant ('), c’est-a-dire le premier exemple 
d’un nombre transcendant défini d’une maniére simple par l’ana- 
- lyse et non pas seulement par des séries arithmétiques, comme les 
nombres de ‘Liouville. Cet exemple était d’ailleurs d’autant plus 
intéressant que le nombre e, au moins dans |’état actuel de la 
Science, est le plus important parmi ceux qui s’introduisent en 
Analyse. 

D’ailleurs, une fois la voie ouverte par M. Hermite, on connut 
bientét de nouveaux nombres transcendants. M. Lindemann, par 
une savante généralisation de la méthode employée par M. Her- 
mite pour le nombre e, démontre que x est transcendant. Il 
démontre méme la proposition plus générale suivante : 


Si V’on a la relation 
Sole, 


les nombres x et y ne peuvent pas étre tous les deux alge- 
briques, @ moins qu'on ait 


Si Pon pose  ==1, ona ye; c’est le résultat de M. Hermite; 
si x=, y = —1, on obtient le résultat de M. Lindemann cite en 
premier lieu. 


(1) Tout nombre non algébrique s’appelle transcendant. 
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Nous pouvons done ajouter 4 la liste des nombres transcendants 
les logarithmes naturels de tous les nombres algébriques et 
tous les nombres dont les logarithmes naturels sont des nombres 
algébriques. 

Ces propositions, dont limportance est considérable, parce 
qu’elles nous font connaitre des nombres transcendants trés sim- 
plement définis, ne nous donnent, comme il est aisé des’enassurer, 
qu une infinité dénombrable de nombres transcendants. Au con- 
traire, les procédés de Liouville, que nous allons maintenant expo- 
ser, en font connaitre une infinité non dénombrable. 


iil. — Les recherches de Liouville. 


La méthode de Liouville consiste essentiellement dans la consi- 
dération des nombres rationnels qui approchent d'un nombre 
incommensurable déterminé. 

Désignons par § un nombre algébrique réel de qeare sees 
fiant l’équation a a coefficients entiers wil Ao 


S(—) = 0. pe \ i\ aa : R= DN 
Soit - une fraction irréductible, valeur approchée de §; d’une 


maniére précise, nous supposons que z est compris dans un cer- 


tain intervalle a, 8 contenant 6, et d’ailleurs quelcongque; il est clair 
que, si x appartient a l’intervalle a, 8, il existe un nombre M tel 
qu’on ait e- (2) 


(1) If’ (#)1<M. 


\ a 
Cela étant, remarquons que, f(z) étiutea un Epalsuenien a coefficients 


entiers, si l’on y remplace x par un nombre rationnel - » on obtien- 


Bp). wecer Fagen ee 
IG) =e 


dra un résuliat de la forme 


A étant un nombre entier ; donc, si n’est pas racine (‘) de l’équa- 


(') On peut toujours supposer que Péquation f(z) =o n’admet pas de racine 
rationnelle; sinon le nombre £ vérifierait une équation plus simple. 
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tien f (x)= 0, ona|A|21 et, par suite, 


5 (e 


2 a I 


Cela posé, supposons que 5 soit dans l’intervalle x, 8 et remar- 


quons que, par hypothése, f(€) est nul; ona 


B= Ede [tor] ecten tyr 
On peat donc écrire, en vertu des inégalités (1) et (2), 


M 


Pils, 
pia . . q 
c’est-a-dire ' : 


(A) parece 


Ainsi, étant donné un nombre - Ae §, de degré n, et un 
intervalle x, 8 cormprenant §, on peut déterminer un nombre M 


tel que, quel que soit le nombre é dans V’intervalle a, 8,-on att 
Dinégalité FAS 
‘Si nous supposons q > M, Vinégalité (A) devient 


(B) et a 


On voit d’ailleurs aisément que cette inégalité est, au moins 


pour les valeurs de g dépassant une certaine limite, vérifigée méme 


lorsque F est extérieur a l’intervalle a, 8. 


Nous pouvons done affirmer que, § étant un nombre algébrique 
de degré n, ona l’inégalité (B) dés que q dépasse une certaine 
limite (limite qui ne dépend que de &). 

Nous ponvons donc affirmer que, étant donné un nombre £, s’il 
existe des valeurs de g dépassant toute limite et telles qu’on ait 
pour chacune d’elles 


( 8) 
le nombre § ne peut pas étre un nombre algébrique de degré n- 
Supposons maintenant que nous puissions faire la méme démon- 
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stration pour chaque valeur de n, nous pourrons affirmer que E 
est un nombre transcendant. 

Il importe de remarquer que, si l’on donne af et a § des valeurs 
déterminées, l’inégalité (8) ne peut étre vérifiée que pour un 


nombre fini de valeurs de n; mais il peut arriver que, § étant 
donné, quelle que soit lavaleur fixe attribuée in, Vinégalité(B) | 


soit vérifiée pour une infinité de valeurs de - ; mais ces valeurs 


ne restent pas toutes les mémes lorsque n varie. L’essentiel, 
Pour qu’on puisse alfirmer la transcendante de £, est qu'il y ait, 


pour chaque valeur de 7, une infinité de valeurs de & Me donnant lieu 


alinégalité (8). 
Or, il est facile de former des nombres § ayant cette propriété; 
posons 


eed de sot Se ay an : 
(3) t= 10 TE 401-2 ay 5o!-2.3 Gh 1o! 2.3.4 erent oe 101.2.3...2 Sars me? 
4, Za,..-, Mn, -.. Etant des nombres entiers positifs que, pour 


fixer les idées, je suppose inférieurs 4 10, de sorte que § est en 
réalité écrit sous forme de fraction décimale ('). Désignons par 3 


la somme des m premiers termes de la série qui définit §; nous 
avons évidemment g = 10'?"*---” et 


se Vid age mri 2m-+2 a 
q qutt q mri n+?) Abit 


On en conclut immédiatement - 
| U 
ESS =< ins 
eee 


fi suffit done de prendre m > n-+-1 pour prouyer que l’inéga- 
lité (8), dans laquelle n a une valeur déterminée, est vérifiée 
pour une infinité de valeurs de ; > Le nombre & est donc transcen- 
dant. 


Il est aisé de voir qu'on peut ainsi définir une infinité non 
dénombrable de nombres transcendants et méme, si !’on veut, une 


(*) On suppose qu’il y a une infinité de nombres @ qui ne sont pas nuls. 
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infinité ayant la puissance du continu. Posons, en effet, 


, Oy Ae 3 an ‘ 
= — + eH tHe et ste 
(4) : 10 10? 103 ™ To” 


Si l’on donne aux « toutes les valeurs entiéres inférieures 4 10, 
§/ prendra toutes les valeurs comprises entre o et 1. Si l’on sup- 
pose de plus qu'il y a une infinité de nombres « qui ne sont pas 
nuls, on exclura en apparence certaines valeurs rationnelles des £; 
mais on obtiendra ces valeurs en remarquant que 0,5, par exemple, 
peut s’écrire 0, 49999 ... et que, dans la série (3), on n’a pas exclu 
le cas ou, a partir d’un certain rang, tous les « sont égaux 4g. On 
a donc un ensemble ayant la puissance du continu. Or, si 4 chaque 
élément &' de cet ensemble, on fait correspondre le nombre & pour 
lequel les « ont la méme valeur dans les formules (3) et (4), on 
aura défini un ensemble de nombres transcendants § ayant la puis- 
sance du continu. C’est le résultat que nous voulions obtenir. 


IV. — L'approximation des nombres incommensurables. 


La remarquable propriété des nombres algébriques, que nous 
avons démontrée d’aprés Liouville, nous améne a dire quelques 
mots de l’approximation des incommensurables en général. On 
sait que, étant donné un nombre incommensurable 2, on peut 
trouver, d’une infinité de maniéres, une suite infinie de nombres 
-commensurables ayant pour limite 2; chacun d’eux peut étre 
regardé comme une valeur approchée de a; mais il est clair que 
la connaissance dune ou de plusieurs de ces valeurs appro- 
chées ne peut fournir aucun renseignement sur la nature arithmé- 
tique (') de a; ilen est tout autrement sil’on considére une infinilé 
de valeurs rationnelles de plus en plus approchées, comme nous 
allons le voir. Mais ilimporte tout d’abord de mettre un peu d’ordre 
parmi ces valeurs approchées, et c’est la le but de la théorie des 
fractions continues arithmétiques. Je rappelle briévement les résul- 
tats fondamentaux de cette théorie. 

Etant donné un nombre incommensurable réel «, on peut le 


(*) A cause de I’homogénéité du continu. 
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mettre, d’une seule maniére, sous la forme 


I 
%4= A+ 


ay+ 
I 


Cbg ile 
er 


Ag 


les a étant des nombres entiers dont le premier seul (a) péut 
étre nul ou négatif, les autres étant essentiellement positifs. Si l’on 
pose 

Pot, P, = @, faery Past = @nPp+ Pr-1, 


Qo= 9, Or=1; oe Qr+1 = AnQn+ Qn, 


‘ Sey ‘ P ; 
les fractions irréductibles — sont les réduites. 


Qn 
Elles sont alternativement approchées par excés et par défaut, et 
Von a 
Pr Qn+t— Pasi Qn = (— 1)”. 


On déduit aisément de 1a la propriété fondamentale des réduites : 


chacune d’elles est plus approchée que toute fraction ayant les 


. a, ° 
termes plus petits. En d’autres termes, ; élant une fraction quel- 


Pa ia = Md ? 
conque et —“ une réduite, sil’on a 
n 


Pr 


——2 


Qn 


i 


< 


? 


b 


on peut en conclure a > P,, b> Qn. 

Il résulte de Ja que, dans |’étude de approximation du nombre « 
au moyen de nombres rationnels, on peut en général (') se borner 
a considérer les réduites. Il est d’ailleurs aisé d’indiquer deux 
limites de l’approximation obtenue a l’aide d’une réduite donnée. 
Nous supposons, pour plus de netteté, « positif. 

Nous partirons des inégalités évidentes 


Pr Pre 


See Fr Prat { 5 
Qn = Qan+e 


Oa. Cnet 


(') Dans certaines questions, il pourrait y avoir intérét a considérer aussi les 
fractions intermédiaires. (Voir, par exemple, Sernret, Algébre supérieure, 
5° édition, t. I.) 
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En remarquant que 


| Pr Qnie— Pr+2Qn [21 
et 

¥ | PrQu+1— QaPais | =1,; 
on en conclut 


(1) 


1 


Qn Qn+e 


On a d’ailleurs' 


Pa . 
Qn 


I 
=O; Ona. 


Qnat = an Qn is Qn=1) 
Qn+2= ant Qnt+it Qn 
et l’on en déduit 


Gn Qn< Qnar< (@n+ 1) Qn, 
Qnt2< (An Angi + An41 + 1)Qn. 


Les inégalités (1) deviennent enfin 


I 
(An An+1 + An4i1 +1) Q?2 


<|5t—« < 
Qn 


I 
(2) a, Q2 
et fournissent deux limites de l’approximation donnée par la 
réduite de rang n. 
Pour en donner une application immédiate, supposons que « 
soit un nombre algébrique déterminé de degré r, nous savons 
qu'il existe un nombre M tel qu’on ait, quels que soient p et q, 


P I 
hava Mie 
raed 


En prenant p = P,,, g = Qn et comparant avec la deuxiéme des 
inégalités (2), on en conclut 


(3) an< MQz-?. 


Ainsi, étant donné un nombre algébrique « de degré r, on peut 
trouver un nombre M tel que l’inégalité (3) ait lieu pour toute 
valeur de n. Dans le cas ob r= 2, On.voit que tous les a, sont 
inférieurs 4 un nombre fixe M, ce qui s’accorde avec ce résultat 
bien connu que la fraction continue est alors périodique. Il est 
évidemment trés aisé de former des fractions continues qui ne véri- 
fient pas l’inégalité (3), soit pour une valeur déterminée de r, soit 
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méme quel que soit 7(!) : on a ainsi de nouveaux exemples de 
nombres transcendants. 

Mais ces résultats, déduits de la seconde des inégalités (2), ne 
different pas sensiblement de ceux que nous avions obtenus par 
la simple considération des fractions décimales; au contraire, la 
premiére des inégalités (2), que nous récrirons sous la forme sui- 
vante 
Oe Ryec cere. uc: 
va nous permettre d’obtenir des résultats auxquels ne conduirait 
pas la seule théorie des fractions décimales. Supposons que tous 
Jes quotients incomplets a, soient compris entre 1 et 10, par 
exemple : 


(3)2= IS an<10 (Tio Oo i so) Ss 


et désignons par 6 un nombre entier quelconque compris entte 
Qn_1 et Qn; nous avons 


(4) Qn> b = ORS Pd Some ~ Qn; 
puisque Qn <(ap_1+1) Qn_, eb @n_, +110. D’autre part, a étant 


un entier quelconque, on a, en utilisant les inégalités (4), (5), (6) 
et la propriété fondamentale des réduites, 


Rs 
6 


Ainsi, l’inégalité a a pour conséquence la suivante 


I I 


Qn = a 100 Q? % 1000062 


cS —a|> oe sao bE 

a et b étant des entiers arbitraires. Nous voyons ainsi que la pro- 
priété des nombres algébriques, due 4 Liouville, n’est nullement 
caractéristique et qu’on peut trouver une infinité de nombres 
transcendants @ vérifiant Vinégalité (7), c’est-a-dire se compor- 
tant. au point de vue de l’approximation, comme les nombres 
algébriques du second degré. 


(*) Il suffit, par exemple, de prendre a, > Ou, 
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Hl est clair, en effet, que ensemble des nombres «, dont le 
développement en fraction continue satisfait aux inégalités (5), a 
méme puissance que l’ensemble des nombres «’ définis par l’égalité 

,. @—!I Ga fe Qi—! 


c= - ea 
9 g? g’* 


les a vérifiant toujours Jes inégalités (5), et il est clair que l’en- 
semble des a’ n’est autre (') que l’ensemble des nombres compris 
entre o et 1 (y compris 0 et 1). L’ensemble des «a donc la puis- 


sance du continu et renferme par suite des nombres transcen- 
dants. 


(*) Votr la remarque faite page 29 sur le cas ou, a partir d’un certain rang, 
tous les a, seraient égaux ag (et, par suite, les a,—1 a 8). D’ailleurs cette 
difficulté, ne concernant qu’une infinité dénombrable de points, est ici sans 
importance. 
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LES ENSEMBLES PARFAITS ET LES ENSEMBLES MESURABLES. 


Nous avons considéré jusqu’ici les ensembles & un point de vue 
purement abstrait ; la notion de puissance peut étre congue indé- 
pendamment de la nature des éléments et une représentation con- 
créte nous a été commode, mais non indispensable (‘) pour * 
distinguer entre elles les puissances que nous avons appris a 
connaitre. Nous allons, au contraire, étudier, dans ce Chapitre, 
deux notions de la plus grande importance, mais en relation 
étroite avec la signification'concréte particuliére des éléments de 
Vensemble. 

Nous supposerons que les éléments sont des points d’une droite, 
et le lecteur verra sans peine quelles considérations s’étendent au 
plan, ou a un espace d’un nombre quelconque de dimensions (2). 


I. — Les ensembles fermés et les ensembles parfaits. 


La notion fondamentale d’ou découlent toutes les considéra- 
tions développées dans ce paragraphe est celle d’ensemble dérivé. 
On appelle ensemble dérivé d’un ensemble donné l’ensemble 
des points tels que, dans le voisinage de chacun d’eux, se 
trouve une infinité de points de l'ensemble donné. En d'autres - 
termes, soit A l’ensemble donné, la lettre a désignant l'un quel- 
conque de ses éléments. On dira qu’un point a’ est un point 


(*) On peut dire tout au moins qu’une représentation concréte déterminée 
n’est pas indispensable, ou, si l’on veut, que Jes propriétés étudiées ( par exemple, 
p. 13) sont indépendantes de l’exempie concret choisi. 

(7) On peut voir a ce sujet Jonpan, Cours d’ Analyse, t. 1, 2° édition. 
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limite de l’ensemble A si, quelque petit que soit c, il existe un 
point @ distinct de a’ et dont Ja distance 4 a’ soit inférieure a ¢. 
L’ensemble des points limites a’ constitue un ensemble A’, qui-est 
dit dérivé de A. On voit que cette définition fait intervenir des 
éléments étrangers a l'ensemble lui-méme, mais dépendant seule- 
ment de sa représentation concréte : par exemple, les points de la 
droite qui n’appartiennent pas a l’ensemble. : 
Pour donner immédiatement une application de cette définition, 
démontrons que, si l’ensemble A’ se réduit 4 un point, l'ensemble A 
est dénombrable. Remarquons d’abord qu’un intervalle fini qui ne 
renferme aucun point de A’ ne peut renfermer qu’un nombre limité 
de points de A ('); dés lors, si nous supposons que le point unique 
de A’ a une abscisse nulle et si nous considérons tous les inter- 
valles de l'une des deux formes 


I I = 
= n 
n> n+t ComEd); 


n étant un nombre entier positif ou négauif (différent de o et de 
—1), chacun de ces intervalles renfermera un nombre limité de 
points de A. Or ces intervalles sont en infinité dénombrable et tout 
point de A est compris dans l'un d’eux (sauf le point zéro, s’il 
appartient a A); donc l’ensemble A est dénombrable. 

On appelle ensemble parfait tout ensemble qui est tdentique 
avec son dérivé. Un exemple simple fera comprendre le sens de 
cette dénomination. Considérons l’ensemble A formé des points 
compris entre séro et un, non compris zéro et un. lest clair que 
Vensemble A’ se compose de l’ensemble A, plus les points zéro et 
un: Vensemble n’est pas parfait ; il le devient si on lui adjoint les 
points zéro et un. De méme, l'ensemble des points intérieurs @ un 
cercle n’esl pas parfait, sil’on ne considére pas tous les points 
de la circonférence comme en faisant partie. 

La définition que nous venons de donner est celle de M. G. 


(*) Car s’il en renfermait une infinité, on pourrait le diviser en deux inter- 
valles, chacun de ceux-la en deux, etc., et dans chaque division, un intervalle 
partiel au moins renfermerait une infinité de points; ces intervalles partiels, de 
plus en plus petits et compris les uns dans les autres, tendent vers un point 
limité. 
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Cantor; M. Jordan a donné une définition différente : il a appelé 
ensemble parfait un ensemble qui contient tous les points de 
son dérivé, mais qui peut contenir aussi des points n’appartenant 
pas a son dérivé. La dénomination d’ensemble fermé a prévalu 
pour les ensembles parfaits au sens de M. Jordan; on réserve, avec 
M. Cantor, le nom d’ensembles parfaits aux ensembles identiques 
a leur dérivé. La différence entre l'ensemble parfait et l’ensemble 
fermé est d’ailleurs moins grande qu’on ne pourrait le croire - 
a priori en vertu da théoréme suivant : tout ensemble fermé ne 
différe de son dérivé que par une infinité dénombrable de 
points, 3 

I] s’agit de prouver que, si un ensemble A contient tous les 
points de A’, l'ensemble B des points de A qui n’appartiennent pas 
a A’ est dénombrable. Supposons, pour fixer les idées, que tous 
les points de A appartiennent a un segment finide droite; on verra 
aisément qu’une démonstration a peine différente s’appliquerait au 
cas ou A est formé de points quelconques d’un espace 4 n dimen- 
sions. Soit 6 un point de B, c’est-a-dire un point de A qui n’ap- 
partient pas a A’; je dis qu'il existe un nombre # tel qu'il n’y ait 
pas de point de A’ dans l’intervalle 5h, b-+-h. Car, si un tel » 
nombre / n’existait pas, il y aurait des points de A’ aussi rappro- 
chés qu’on veut de 6, et, par suite, des points de A aussi rap- 
prochés qu’on veut de 6, qui serait par suite un point de A’ 
contrairement a l’hypothése ('). 

Ce premier point établi, je dis que, A étant un nombre positif 
quelconque, les points de B tels qu’il n’existe pas de point de A’ 
dans V’intervalle b—h, b+ h, sont en nombre limité. En effet, 
soit 6, un de ces points ; par hypothése, V’intervalle b, —h, 6, +h 
ne renferme pas de point de A’; il renferme done un nombre 
limité de points de A et, par suite, un nombre limité de points 
de B, Soit 6, un-autre point de B, non situé dans l’intervalle b, — h, 
6,+h; Vintervalle 6,— h, b+ Arenfermera de méme un nombre 
limité des points cherchés. Désignant par 6; un des points cherchés, 


(') En d'autres termes, soit « une constante positive quelconque; il existerait 
un point a’ de A’ tel que |. a’— 6 | <«; mais, d’aprés la définition de A’, il existe 
un point a de A (distinct de 6) et tel que |a—a'|<¢;onadonc |a—b|<2¢ 
et comune ¢é est arbitraire, 6 est un point de A’. 
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n’appartenant pas a ces deux intervalles, nous considérerons de 
méme l’intervalle 6; — h, b3; +h. 

Or, il est clair que, le point milieu de chacun de ces intervalles 
n’appartenant jamais a un autre intervalle, n de ces intervalles, 
dont chacun a une longueur 2h, recouvrent, si l’on a soin de pas 
compter deux fois les parties communes, une longueur totale au 
moins égale 4 (n-+-1)h; leur nombre est donc forcément limité, 
et, par suite, le nombre des points de B ayant la propriété 
requise. 

Considérons maintenant une suite arbitraire de nombres positifs 
décroissants et tendant vers zéro, par exemple : 


et soit B, l’ensemble des points de B définis en prenant = ~ 5 


B, comprend un nombre limité de points; soit C, l'ensemble des 
points qui appartiennent 4 B, et n’appartiennent pas 4 B,_, (il est 
clair que B, renferme tous les points de B,_,) ; on aura 


Bie Cte 6s ie se ee 


et, chacun des termes de cette somme renfermant un nombre 
limité de points, B est dénombrable. On remarquera que nous 
sommes assurés que tout point de B appartient a un groupe C, de 
rang déterminé, par le théoréme que nous avons démontréd’abord : 
a tout point 6 de B correspond un nombre fini A, tel qu’il n’y ait 
pas de point de A’ dans l’intervalle 6 —h, b +h. 

On voit qu’un ensemble relativement parfait ne fait défaut a la 
définition de l’ensemble absolument parfait que par une infinité 
dénombrable de points. On ne peut cependant pas en conclure que 
tout ensemble fermé est formé d’un ensemble parfait et d’un 
ensemble dénombrable; car, si nous conservons nos notations, A 
est formé de l’ensemble A’ et de ensemble dénombrable B; mais 
Vensemble A’ n’est peut-étre pas parfait ; il coincide avec le 
dérivé de A’, mais non nécessairement avec le dérivé de A’, 
car A’ n’est qu’une partie de A. La proposition que nous venons 
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d’énoncer est cependant exacte ('); mous n’en aurons pas 
besoin (?). 

On peut remarquer que, olentin faisant, nous avons implicite-— 
ment démontré ce théoréme : tout ensemble dérivé A! est relati- 
vement parfait, c’est-a-dire contient son dérivé A”; car, tout 
point de A’, ayant dans son voisinage des points de A’, aaussi dans 
son voisinage des points de A, et par suite appartient a A’. 

La notion opposée a celle d’ensemble parfait est celle d’ensemble 
isolé : on appelle ainsi tout ensemble quin’a aucun élément com- 
mun avec l’ensemble dérivé; on démontre qu'un tel ensemble est 
dénombrable par un raisonnement identique a celui des pages 36, 
397; mais, tout ensemble dénombrable n’est pas vsolé ; par exemple, 
Yensemble des nombres rationnels ¢ompris entre o et 1 admet 
comme ensemble dérivé l’ensemble de tous les nombres compris 
entre o et 1; il n’est donc pas isolé. 

Nous dirons qu'un ensemble A est dense (*) dans un intervalle 
a, b, lorsque tout intervalle, quelque petit qu’il soit, renfermé 
dans a, b, contient des points de A. Dés lors, l'ensemble dérivé A’ 
comprend tous les points de a, b. Donc, un ensemble A, dense 
dans Vintervalle a, b, comprend, s’il est parfait, tous les points de- 
a, b. Cette remarque fait comprendre lVimportance de la notion 
Wensemble parfait ; étude et la classification de ces ensembles 
est heaucoup plus simple que ?étude des ensembles non parfaits, 
surtout quand ceux-ci ne sont pas dénombrables. Mais j’ai hate de 
quitter ces généralilés pour montrer comment on se trouve natu- 
rellement conduit a considérer certains ensembles parfaits, lors- 
qu’on étudie de plus pre la question qui a fait l’objet du Chapitre 
précédent. 


(*) Le résultat essentiel d’ot se déduit immédiatement cette proposition est du 
aM. Bendixson: Acta mathematica, t. Il, p. 419, théorémes D, E, F. 

(7) La démonstration suivante due a M. Lindeldf, peut s’exposer en quelques 
lignes : appelons point de condensation d’un ensemble, tout point dans le yoisi- 
nage duquel se trouve une infinité non dénombrable de points de ensemble; les 
points de condensation d’un ensemble fermé appartiennent a cet ensemble; ils 
constituent un ensemble parfait; les autres points de l’ensemble fermé, c’est-a-dire 
ceux qui ne sont pas des points de condensation, forment un ensemble dénom- 
brable; la décomposition est ainsi réalisée (Note dela deuxiéme edition). 

(*) Ona employé parfois l’expression : condensé dans l’intervalle a, 6, dans le 
sens que nous donnons a dense dans l’intervalle a, b. Depuis la publication de la 
premiére édition dece livre, l’expression dense que j’y proposais, parait avoir prévalu. 
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II. — Les ensembles parfaits qui ne sont denses 
dans aucun intervalle. 


Considérons les nombres rationnels compris entre 0 et 1 et.asso- 


cions 4 chacun deux? Vintervalle 


(x) : (ate GENER tas see ee 


Nous obtenons ainsi une infinité dénombrable d’intervalles 
situés sur Ja droite; nous allons considérer l’ensemble A des points 
qui sont compris entre 0 et 1 et qui n’appartiennent A aucun de 
ces intervalles; on remarquera que chaque extrémité de tout inter- 
_ valle, ayant une abscisse rationnelle, est le milieu d’un autre inter- 
valle ; il n’est donc pas nécessaire de spécifier si l’on considére les 
_extrémités d'un intervalle comme en faisant ou n’en faisant pas 
partie : la définition de A n’en est pas modifiée. 

Il est a peine besoin d’indiquer le lien étroit qu’il y a entre la 
considération de l’ensemble A et la question de l’approximation des 
incommensurables. Il est clair que A est formé des nombres incom- 


mensurables € ayant cette propriété qu’on a, quel que soit Be 


lta Bl 


Qu’il existe de tels nombres §, nous-en sommes assurés par la 


Ai 


: . . 2 
théorie des fractions continues; telest, par exemple, le nombre —; 


mais cetie théorie nous apprend peu de chose sur l'ensemble A ; 
de plus, elle repose sur des propriétés particuliéres des nombres 
rationnels et ne s’étendrait pas, au moins aisément, a l’approxima- 
tion des incommensurables par des nombres algébriques d’une 
classe déterminée, par exemple. 

~ Nous pouvons d’abord démontrer sans peine que l’ensemble A 
est parfait; car, si un point a! de A’ n’appartenait pas a A, a’ devrait 
étre intérieur a l'un des intervalles (1) (sans coincider avec ses 
extrémités ), ce qui est absurde, puisque cet intervalle ne contient 
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pas de point de A. Donc, tout point de A’ appartient a A. Nous 
pouvons affirmer, par suite, que A n’est dense dans aucun inter- 
valie; car, si A était dense diins un intervalle, il comprendrait tous 


: : i p 
les points de cet intervalle, ce qui est absurde, puisque les points A 


ne font pas partie de A et qu'il y en a dans tout intervaile. 

Nous avons ainsi un exemple d’un ensemble fermé (‘), qui 
n’est dense dans aucun intervalle. Il importe d’approfondir la 
nature d’un tel ensemble et, tout d’abord, de démontrer qu'il 
n’est pas dénombrable, sans faire appel a la théorie des fractions 
continues. 

Soit o-1 un intervalle donné; sa longueur est égale a un; soit 
a,-b, un intervalle compris dans Vintervalle. 0-1 et de lon- 


gueur a,; il est clair que l'ensemble A des points qui appartiennent 


a Vintervalle o-1 sans appartenir a Vintervalle a,-b, est formé de 
_ tous les points de certains intervalles dont la longueur totale est 
1—a,. (Si, pour fixer les idées, on suppose o< @,<b, <1, ces 
intervalles sont o-a, et b,-1.) 

Soit maintenant @,-6, un autre intervalle compris dans linter- 


valle o-1 et n’ayant aucun point commun avec Vintervalle a,-6,; | 


sait a la longueur de a.-b,(a,de méme que a,, est essentielle- 
ment positif). Il est clair que l’ensemble A des points de l’inter- 
valle o-1 qui n’appartiennent ni a @,-b,, nia a@2-b2 est formé de 
tous les points d’un nombre limité d’intervalles, dont la longueur 
tolale est 1— a, — ay. 

Plus généralement, si l’on supprime de Vintervalle o-1 un 
nombre. limité d’intervalles @-b,, @2-b2, -.., @n-bn, n’ayant 
aucune partie commune, et de longueurs respectives %,, @, ..., 
@,, l'ensemble A des points restants est formé de tous les points 
de certains intervalles, en nombre limité, et dont la longueur 
totale est 

I— (@; + %-+...4+ ap). 


Si Von ne faisait plus Vhypothése que les ensembles a,-d,, 
Qy-b2, ..., An-byn n’ont pas de point commun, la conclusion 


(*) Nous savons d’ailleurs déja par la théorie des fractions continues que A 
n’est pas dénombrable; nous pouvons donc, d’aprés le théoréme de M. Bendixson, 
en déduire un ensemble parfait ayant la méme propriété. 
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serait la méme, sauf que !’on pourrait affirmer seulement que la 
somme des intervalles dont les points forment A est supérieure ou 
égale a1— (a+ a4,-+...+a,). Dans tous les cas, si l’on sup- 


pose 
Oy Get... + Gn 


cette somme n'est certainement pas nulle et, par suite, l'ensemble A 
a la puissance du continu. 

Supposons maintenant que, 4 chaque nombre entier n, nous 
fassions correspondre un intervalle a,-b,, de longueur ¢,; en 
d’autres termes, que nous supprimions de l’intervalle o-1 les 
points d’une infinité dénombrable d’intervalles; supposons, en 
outre, que la série a termes positifs 


SS Ut a+... a,4+.. 
soit convergente et que sa somme s vérifie l’inégalité 
$<; 


que pourrons-nous dire de l’ensemble A formé des points de |’in- 
tervalle o-1 qui n’appartiennent a aucun des intervalles a,-bp? 
On peut remarquer que cet ensemble peut n’étre dense dans aucun 
intervalle ; il est d’ailleurs aisé de voir qu’il comprend tous les 
points des intervalles dans lesquels il est dense; mais une premiére 


_ question se pose avant toutes celles-Ja : cet ensemble A existe-t-il? 


c’est-a-dire : peut-on conclure de l’inégalité 
S<il 


qu'il y a des points n’appartenant 4 aucun des intervalles a@n-byp? 
Bien que ce point soit a peu pres évident, il ne sera pas inutile de 
le démontrer en toute rigueur, car cela nous fournira l’occasion de 
faire plusieurs remarques importantes. 

La premiére de ces remarques est la suivante : nous voulons 
démontrer qu’il existe des points non intérieurs 4 certains inter- 
valles; ou, en d’autres termes, que l’hypothése d’aprés laquelle 
tout point du segment o-1 appartient 4 l’un de nos intervalles 


_est absurde; je dis qu’on peut ne considérer comme apparte- 


nant a un intervalle que les points intérieurs, 4 lU’exclusion des 
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extrémités. En effet agrandissons, a chacune des extrémités, 
chaque intervalle @,-b, d’une fraction ¢ de sa longueur ; c’est- 
a-dire prenons b,b),=and@,,=£anbn, les points a, et bi, étant 
d’ailleurs extérieurs a l’intervalle a,-by,. 
Liintervalle a',-b’, a pee lone hele (a+ 2¢ ) an Dn; la somme 
de tous les intervalles a\- “Ph a,-b,,... est done s i=(1+-a8)s; 


mais, sil’ona 
\ s<, 


on pourra toujours choisirun nombre positif ¢ tel qu'on ait 
(I+-28)s <1. 


Or 'hypothése que tout point de l’intervalle o-1 serait compris 
dans un des intervalles a,-b, (sans exclure les extrémilés ) con- 
duirait 4 ce résultat, que tout point est compris dans un intervalle 
a),-6,, (en excluant le extrémités) ; nous allons montrer que cetle 
derniére hypcethése est incompatible avec linégalité 5 


Seats 


Nous allons démontrer pour cela le théoréme suivant, dans 
l’énoncé duquel il est expressément entenda que les mots inté- 
rieur & un intervalle excluent les extrémités. 

Si on a sur un segment limité de droite une infinité dénom- 
brable d’intervalles partiels, tels que tout point de la droite 
soit intérieur & l’un au moins des intervalles, il existe (') un 
NOMBRE LimiTE @’intervalles choisis parmé les intervalles donnés 
et ayant la méme propriété (tout point de la droite est inté- 
rieur Gd, au moins, Vun d’eux). Numérotons nos intervalles 
d’aprés une loi quelconque, mais déterminée ; je dis qwil existe un 
nombre N, tel que tout point de la droite soit a l'intérieur d’un 
intervalle dont.le rang ne dépasse pas N. En effet, nier l'existence 
du nombre N, c’est affirmer que, quel que soit le nombre donné n, 
il existe sur la droite un point tel que tous les intervalles qui le 


(") On trouvera dans ma Thése une autre démonstration de ce théoréme, 
démonstratien qui donne un moyen au moins théorique de déterminer effecti- 
vement les intervalles en nombre limité dont il est question. 
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renferment ont un numéro supérieur an. Ilest clair d’ailleurs que; 
si l'on divise le segment de droite en deux segments égaux, |’un au 
moins de ces segments aura la méme propriété; car, si pour chacun 
ces segments il existait un nombre N, soient N’ et N” ces deux 
nombres, il suffirait de prendre pour N le plus grand des deux. Si 
nous continuons 4 diviser le segment en deux parties égales et si 
nous conservons toujours le segment pour lequel il n’existe pas de 
nombre N (ou l’un deux, s’il y en a plusieurs), nous obtiendrons 
des segments de plus en plus petits, renfermés les uns dans les 
autres et ayant la propriété suivante : guel que soit le nombre n, 
chacitn d’eux contient au moins un point qui nest renfer mé 
dans aucun intervalle de rang inférieur an. Mais ces segments 
emboités les uns dans les autres et dont chacun est égal a la moitié 
du précédent ont un point limite «; ce point « est, par hypothése, 
& Vintérieur dun intervalle de rang déterminé k, puisque nous 
avons supposé dénombrable l’ensemble de nos intervalles; des 
extrémités ax, 6, de cet intervalle ne coincident d’ailleurs pas 
avec a (a cause du sens restreint que nous attachons au mot inté- 
rieur) ; donc, cet intervalle a,-b, comprend tout entier l’un des 
segments qui ont pour limite a, ce qui.est absurde, puisque les 
points de ce segment seraient ainsi tous compris 4]’intérieur de cet 
intervalle a;-b, dont le rang est un nombre fixe. L’existence du 
nombre N est done établie. 

Mais il est évident que si des intervalles, en nombre limité N, 
sont tels que tous les points d’un segment leur sont intérieurs, la 
somme des longueurs des intervalles est supérieure ala longueur du 
segment. C'est ce qui n’est pas possible, si les N intervalles sont 
choisis parmi une infinité d’intervalles, dont la somme Zotale est 
inférieure 4 la longueur du segment. 

Nous pouvons donc affirmer que l’hypothése 


S<T5 
ou, ce gui revient au méme, Uhypothése 
S<— I 


5 ° . ? 
a pour conséquence l’existence certaine de l’ensemble A, c’est- 
-a-dire Vexistence de points n’appartenant pas aux intervalles 
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donnés (sans qu’il soit d’ailleurs maintenant nécessaire de distin- 
guer sil’on exclut ou non les extrémités). 

Nous pouvons ajouter que l’ensemble A n’est pas dénombrable, 
car s’il était dénombrable nous pourrions, désignant ses points par 
04, %2, +++) Qn) +--+, entourer le point a, d’un intefvalle d’étendue 


ere ae Tasca a ee 
égale a=? et joindre ces intervalles aux intervalles donnés ; la 


somme s deviendrait 


et il est clair que, sil’on a 
Sr 


on peut choisir ¢ de telle maniére que |’on ait aussi 
sy<cl. 


Par conséquent, il existerait des points n’apparlenant pas aux 
intervalles a,b, et ne coincidant certainmement avec aucun des 
points o,, %, ..., @, .... Il est done impossible que cette suite 
dénombrable renferme tous les points de A; donc A n’est pas 
dénombrable. 

Nous avons insisté sur cette démonstration parce qu’elle nous a 
paru de nature 4 éclairer un peu la conception que chacun peut 
essayer de se faire du continu. Aprés avoir réfléchi a ce fait, qu’on 
peut enlever d’une droite tous les points compris dans chacun 
des intervalles 

| as, a 

7 2G oe 
et qwil reste encore des points, en infinité non dénombrable, 
on sera moins disposé a croire qu’on sait ce que c’est que le 
continu et a raisonner sur lui comme sur une notion intuitive et 
parfaitement claire. 

Voici un autre exemple, dans lequel on serait aisément amené a 
une conclusion inexacte, 

Considérons les intervalles 
ue ere: ce) ). 

q° P=!I,2,...,q¢g—1 


Qfs 
9 Is 


€ 
yaks 
3 
q 
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Leur étendue totale est, puisqu’il y en a g —1 correspondant a 
un méme dénominateur q, 


> = >) (4 — =) =eM, 
1 1 


en désignant par M un nombre aisé a calculer, inférieur a lunité. 

- D’ailleurs, si lon tient a ne pas compter plusieurs fois leurs parties 
communes, on aura des intervalles, toujours en infinité dénom- 
brable, et dont |’étendue totale sera inférieure 4 ¢M; mais ce 
point a peu d’importance. 


z = { , . , . 
Donnons ae¢ la valeur — n étant un nombre entier ; désignons 


par E, l’ensemble formé de tous les points intérieurs aux inter- 
valles correspondants, et considérons la suite des ensembles 


_(E) Ey, E32, mi Ep, vey 


il est clair que chacun d’eux renferme tous les points contenus 
_ dans les suivants; l’intervalle E, est d’ailleurs formé de tous les 
points compris a l’intérieur d’intervalles dont la longueur totale est 


ieeear . M 
inférieure a 
Ces préliminaires terminés, nous allons porter notre attention 


sur ensemble E formé des points qui appartiennent a tous 


les E,; cet,ensemble E comprend assurément tous les points a 


mais il n’est pas évident a priort qu'il renferme d’autres points. 
Cet ensemble E a d’ailleurs la propriété remarquable qu’on peut 
enfermer ses points en une série d’intervalles dont la somme est 
aussi petite qu’on veut; car tous les points de E sont des points de 
E, et, par suite, sont compris dans des intervalles d’une longueur 


totale inférieure a s Nous allons montrer que Ka la puissance 
du continu. 

Il suffit (') pour cela de faire voir que l'ensemble des nombres 
transcendants § étudiés page 28, appartient a l’ensemble E ; c’est- 
a-dire de montrer que chacun de ces nombres E appartient a l’un 


(1) Voir la Note I. 
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quelconque des ensembles £,. Or chacun de ces nombres § est 
tel, qu'il existe une infinité de valeurs de p et deg vérifiant Viné- 


galité 
isleg 


Puisqu’il y a une infinité de telles valeurs de g, nous pouvons 
supposer g > 7 et nous aurons 


ce qui prouve que € appartient a l’ensemble E,. 
Nous sommes maintenant 4 méme de comprendre une notion 
qui nous sera trés utile, la notion d’ensemble mesurable (‘). 


III. — Les ensembles mesurables. 


Tous les ensembles que nous considérerons seront formés de 
points compris entre o et 1. Lorsqu’un ensemble sera formé de 
tous les points compris dans une infinité dénombrable d’inter- 
valles n’empiétant pas les uns sur les autres et ayant une longueur 
totale s, nous dirons que l’ensemble a pour mesure s. Lorsque 
deux ensembles n’ont pas de points communs, et que leurs mesures 
sont s et s', ensemble obtenu en les réunissant, c’est-a-dire leur 
somme, a pour mesure s+ s’. D’ailleurs, il importe peu dans la 
définition de la mesure d’un ensemble, ou dans celle de la somme: 
de deux ensembles, qu’on néglige ou qu’on Uenne tel compte 
qu’on veut des extrémités des intervalles, en infinité dénom- 
brable. 

Plus généralement, si l’on a une infinité dénombrable d’en- 
sembles n’ayant deux 4 deux aucun point commun et ayant res- 
pectivement pour mesures s;, $2, -.., fn, --., leur somme (ou 


a 


(1) On comparera avec fruit les définitions que nous allons donner avec les 
définitions plus générales que donne M. Jordan, dans son Cours d ’Analyse. Le 
probléme que nous étudions ici est d’ailleurs tout différent de celui qu’ a résolu 
M. Jordan. 
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ensemble formé par leur réunion) a pour mesure 
Sp + Sz te et Ste oes 


Tout éeta est une conséquence de la définition de la mesure. 
Voici maintenant des définitions nouvelles: si un ensemble E a 
pour mesures s, et contient tous les points d’un ensemble E’ dont la 
mesure est s', l’ensemble E—E’, forme des points de E qui 
n’appartiennent pas aE!, sera dit avoir pour mesure s —s'; 
de plus, si unensembie est la somme d’une infinité dénombrable 
d’ensembles sans partie commune, sa mesure sera la somme des 
mesures de ses parties et enfin les ensembles E et E! ayant, en 
vertu de ces définitions, s et s) comme mesures, et E renfermant 
tous les points de EK’, l'ensemble E — E’ aura pour mesure s — s’, 

Le théoréme fondamental démontré pages 41-43 nous assure 
que ces définitions ne seront jamais contradictorres entre elles (‘); 
nous sommes donc libres de les adopter; 1 ous sommes d’ailleurs 
assurés aussi que la mesure d’un ensemble ne sera jamais une 
quantité négative; mais un ensemble peut avoir pour mesure séro 
et avoir la puissance du continu. Tel est l'ensemble E considéré 
tantét. Si nous reprenons les notations de la page 45 et si nous 


désignons par a, la mesure de E, (an< =) Vensemble E, — En, 


aura pour mesure &,— 4p ,, (nous savons que E, renferme tous 
les points de E,,,,). L’ensemble A des points qui n’appartiennent 
pas a E, a pour mesure {oy (c’est la différence de l’ensemble 
de tous les points.du segment o-1 et de E,.) L’ensemble des points 
qui n’appartiennent pas a E peut étre regardé comme formé en 
ajoutant 4 A les ensembles E,—E, 41, Eny,— Enyo, ..-3 $a 
mesure est donc 


I1—p +-(&n— Sn41) + (Gn41— On+e) e+ = 1, 


puisque «,, tend vers zéro pour m infini. Donc, l'ensemble E, 
obtenu en retranchant cet ensemble de l’ensemble de tous les 
points 0-1, a pour mesure séro. 

Ainsi, un ensemble qui a pour mesure zéro peut | étre non 


(*) ILest du moins aisé d’obten’: ce résultat par des. procédés tout a fait ana- 
_Jogues a ceux qu’on a employés pour établir ce théoréme. 
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dénombrable; mais tout ensemble dénombrable a pour mesure 
zéro; c’est une conséquence aisée de ce qui précéde. 

Les ensembles dont on peut définir la mesure en vertu dés | 
définitions précédentes seront dits par nous mesurables, 
sans que nous entendions impliquer par 1 qu'il n’est pas - 
possible de donner une définition de la mesure d’autres 
ensembles; mais une telle définition nous serait inutile; elle 
pourrait méme nous géner, si elle ne laissait pas a la mesure les 
propriétés fondamentales que nous lui avons attribuées dans les 
définitions que nous avons données ('). 4 

Ces propriétés essentielles, qué nous résumons ici parce 
qu’elles nous seront utiles, sont les suivantes : La mesure de la 
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles est égale 4 la 
somme de leurs mesures; la somme de la différence de deux 
ensembles est égale a la différence de leurs mesures (7); la 
mesure n’est jamais négative; tout ensemble dont la mesure 
n'est pas nulle n’est pas dénambrable. C'est surtout de cette 
derniére propriété que nous ferons usage. II est d’ailleurs expres- 
sément entendu que nous ne parlerons de mesure qua propos 
des ensembles que nous avons appelés mesurables. 

Cependant, si un ensemble E contient tous les éléments d’un 
ensembje mesurable E,, de mesure a, nous pourrons dire que la 
mesure de E est supérieure a a, sans nous inquiéter si E est mesu- 
rable ou non. Inversement, si E, contient tous les éléments 
de E, nous dirons que la mesure de E est inférieure a a. Les 
mots supérieure et inférieure n’excluent d’ailleurs pas l’égalité. 


(7) Le procédé que nous avons employé revient en réalité a ceci: nous avons 
reconnu qu’une définition de la mesure ne pouvait étre utile que si elle avait 
cerlaines propriétés fondamentales: nous avons posé @ priori ces propriétés et ce 
sont elles qui nous ont servi 4 définir la classe d@’ensembles que nous regardons 
comme mesurahles. Cette maniere de procéder présente de grandes analogies 
avec les méthodes introduites par M. J. Drach, en Algébre et dans Ja théorie des 
équations différentielles [voir, par exemple, l’Ouvrage cité (p..23) et Comptes 
rendus, janvier 1895]. Dans tous les cas, elle procéde a la méme idée fondamen- 
tale : définir les éléments nouveaux qu’on introduit, a l’aide de leurs propriétés 
essentielles, cest-a-dire de celles qui sont strictement indispensables pour les 
raisonnements qui doivent suivre. : 

(*) Bien entendu, quand on parle dela somme de plusieurs ensembles, on 
suppose qu’ils n’ont, deux a deux, aucun élément commun et, quand on parle de 
leur différence, on suppose que l’un d’eux renferme tous les éléments de |’autre. 


‘ 
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Il est aisé de voir que les propriétés essentielles s’étendent, avec 
des modifications convenables, a ces nouvelles définitions : en 
quelque sorte, un calcul d’égalités se trouve remplacé par un 
calcul d’inégalités qui peut parfois rendre les mémes services (*). 

Nous allons démontrer, en terminant, une proposition impor- 
tante, qui montrera la liaison intime entre les notions diverses 
introduites dans ce Chapitre : tout ensemble parfait (?) 
limité (*) est mesurable, 

Soit en effet A un ensemble parfait dont tous les points sont 
dans l’intervalle o-1 et soit « un point de cet intervalle, n’apparte- 
nant pas a A, je dis qu'il existe un intervalle ab comprenant « 
et ne renfermant pas de point de A, a et 6 étant d'ailleurs des. 
points de A, (L’un des points a ou 6 pourrait ne pas appartenir 
a A; il coinciderait alors avec le point o ou le point 1.) En effet, 
A étant parfait, « n’appartient pas 4 A’; il existe donc un 
nombre ¢ tel qu'il n’y ait pas de point de A dans J'intervalle «, 
a-+e,e étant positif. D’autre part, en excluant le cas ov il n’y 
aurait pas de point de A dans l’intervalle o-1, il existe un 
nombre e’ tel quwil y ait au moins un point de A dans J’inter- 
valle «, +e’. Il est manifeste que tout nombre positif 7, ou bien 
a la méme propriété que ¢, ou bien a la méme propriété ques e, et 
Von voit aisément quw il existe un nombre 6 tel “que, si n= b, ‘il 
n’y a pas de point de A dans l’intervalle a, «-+ », tandis qu il y en 
a si 7 > 5b. Or, il est aisé de voir que fe point 6, ou bien appar- 
tient 4 A, ou bien (*) appartient 4 A’; or, A est parfait; donc, 
dans tous les cas, 6 appartient 4 A. On’ démontrerait de méme 
Pexistence d’un point a en prenant « et 7 négatifs; l’intervalle ab 
est l’intervalle cherché. 

Ainsi, A étant un ensemble parfait, tout point « qui n’appartient 
pas a A se trouve dans un intervalle ab ne renfermant d’autre 
point de A que ses extrémités, Si nous considérons maintenant 


(1) Voir la Note VI (Note de la deuxiéme edition). 

(*?) Le théoréme est vrai aussi pour les ensembles fermés. 

(*) On dit qu’un ensemble est limité lorsque la distance de deux quelconques 
de ses points est inférieure 4 un nombre fixe. 

(*) Car, si le point 6 n’appartient pas a A, il y ades points de A distincts de 5, 
dans l’intervalle 6, b-++A, quelque petit que soit le nombre positif A; donc 6 
appartient a A’ 


B. 4 
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un autre point 2’, ne faisant pas partie de A et non situé dans ab, 

nous aurons un intorvall analogue a'b’, etc. D’ailleurs, Penucrible 
des intervalles qu’on. peut ainsi définir est certainement 
dénombrable, puisque la somme de Jeurs longueurs est au plus 
égale 4 l’unité. L’ensemble A s’obtient donc en retranchant de 
Vensemble o-1 une infinité dénombrable d’ensembles mesurables ; 
ilest donc mesurable (').: 

Cette démonstration nous fait en méme temps connaitre le 
moyen le plus général de construction d’un ensemble parfait situé | 
sur le segment 0, 1. Pour se donner un tel ensemble, il suffit de 
se donner une infinité dénombrable d’intervalles a,6,, a2b,, -..; 
Anbn, ..., assujettis d’ailleurs a certaines restrictions (?). On en 
eonclut aisément que l'ensemble de tous ces ensembles parfaits a 
la puissance du continu. Nous verrons que, d’autre part, l’en- 
semble de tous les ensembles de points situés sur le segment 0, 1, 
a une puissance plus élevée que celle du continu (#). Cette 
remarque suffit 4 montrer quelle restriction considérable on 
apporte a la notion d’ensemble, lorsqu’on assujettit un ensemble 
4 étre fermé, ou a fortiori a étre parfait et, par suite, combien 
il est naturel qu’on puisse étre conduit ainsi a des résultats plus 
simples. 


7 


(') Nous avons eu d’ailleurs un exemple d’un ensemble mesurable non fermé ; 
car il était dense dans tout intervalle. A 

(?) Ces‘ intervalles ont été appelés par M. Baire, intervalles contigus 4 Ven- 
semble parfait. (ote de la deuxiéme édition. ) 

(*) Voir Note I, pages 109-110. 
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LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE. 
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Les Chapitres précédents ont été surtout consacrés a la théorie 
des ensembles; ceux qui suivent contiendront les applications de 
cette théorie a la théorie des fonctions. 


I. — La définition du prolongement analytique. 


La notion de prolongement analytique est devenue trop clas- 
sique pour qu'il soit nécessaire d’en exposer en détail les prin- 
cipes: nous allons nous borner a rappeler sans démonstration les 
résultats essentiels sur lesquels elle est fondée, Nous désignerons, 
suivant un usage assez répandu, par €(x — a) une série ordonnée 
suivant les puissances positives de 2 —a et convergente dans un 
certain cercle, dont le rayon est différent de zéro et dont le centre 
est le point a. . 

Cela posé, la premiere proposition fondamentale est la sui- 
vante : Ktant données deux séries @(r—a) et P(x —b), st 
leurs cercles de convergence ont une partie commune et si les 
deux séries ont méme valeur, ainsi que toutes leurs dérivées 
en UN potnt INTERIEUR @ cette partie commune, elles ont méme 
-somme en tous les points ow elles sont: toutes deux conver- 
gentes. Dés lors, chacune des deux séries est dite un prolonge- 
ment analytique (') immédiat de l’autre. En pratique, pour 
obtenir un prolongement analytique d’une série donnée & (x — a), 
on est amené a prendre un point 6, intérieur au cercle de conver- 
gence de (x —a) et a développer £(a2—a) suivant les puis- 


(*) Il est a peine besoin de remarquer que, lorsqu’on donne P (a—a) et b, 
® (a —b), s’il existe, est déterminé d’une maniére unique. 
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sances positives de x — 6, par la formule de Taylor; mais il n’y 
a aucun inconvénient a employer siege tee prolongement 
analytique immédiat dans le sens un peu plus large que nous 
lui donnons; seulement, étant donnée une série  (z — @), on n’a 
‘pas de procédé de calcul direct pour reconnaitre s'il existe une 
série 2(x — 6), ayant les propriétés voulues, lorsque 0 est exté- 
rieur au cercle de convergence de @ (2 — a). 

Voici maintenant la deuxiéme proposition fondamentale : Sz 
l’on a plusieurs séries @(2—a), £(x—b), F(x —Cc), ..., 
@(x—l), telles que leurs cercles de convergence recouvrent 
complétement une aire S a contour simple, et cela de telle 
maniére que tout point de S soit invéwteuR @ l’un au moins 
des cercles; si, de plus, on peut ranger ces séries en une suite 


@(a—a), P(x—b), ..., F(x—]), 


les comprenant toutes, et telle que deux consécutives soient 
toujours le prolongement analytique immédiat Vune de 
autre, on pourra affirmer que, dans le cas ow les cercles de 
convergence de deux séries non consécutives QUELCONQUES Se 
trouvent avoir une partie commune, ces deux séries sont le pro- 
longement analytique immédiat l'une de lV’autre. 

Des lors, l'ensemble des séries considérées définit une fonction 
analytique uniforme dans S; chacune de ces séries est dite, d’aprés 
Weierstrass, un élément de cette fonction analytique. 

Considérons maintenant une courbe fermée C sans point double; 
soient a, 6, c,..., | des points de Cet £(7 — a) et 2 (x — b),..., 
(x — 1) une suite de séries dont chacune est un prolongement 
analytique immédiat de la précédente; on suppose que, en par- 
courant la courbe dans ‘un sens déterminé, on rencontre successi- 
vement les points a, 6, c, ..., 2. Supposons maintenant que les 
cercles de convergence de £ (x — l) et £(# — a) aient une partie 
commune et que, d’autre part, tout point de la courbe soit inté- 
rieur 4 l’un au moins des cercles de coavergence. L’ensemble de 
ces cercles recouvre ainsi une sorte de couronne 4 laquelle la 
courbe est intérieure. 

Cela posé, deux cas généraux pourront se présenter : 

* La série & (x —a) est un prolongement immédiat de @ (a — J); 
nos séries définissent alors une fonction uniforme dans la cou- 
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ronne, mais non nécessairement (‘) uniforme a l’intérieur de C; 

2° La série (x — a) n’est pas un prolongement. analytique 
de #(x— J); alors la fonction n’est pas uniforme dans la cou- 
ronne C et l’on pourra, en général, tourner indéfiniment dans le 
méme sens, en suivant C, sans retrouver une série qui soit le 
prolongement analytique immédiat de @ (x —a). Si cependant, 
apres avoir décrit m fois le contour C, on trouve une telle série, 
la fonction est dite algébroide 4 m déterminations dans la cou- 
ronne; elle n’est d’ailleurs pas nécessairement (2) algébroide a 
Vintérieur de C. 

Donnons-nous maintenant, a priori, une série & (x2 — a); si 
elle a des prolongements analytiques immédiats, nous les obtien- 
drons certainement, en prenant divers points 4 |’intérieur de son 
cercle de convergence et en formant le développement de Taylor 
correspondant; nous procéderons de méme avec ces nouvelles 
séries et, en continuant indéfiniment, nous obtiendrons tous les 
éléments de fonction analytique qu’on peut déduire de |’élé- 
ment donné et qui constituent avec lui une fonction analytique. 
Telle est la définition la plus générale donnée par Weierstrass de 
la fonction analytique. Nous y reviendrons plus loin (Chap. VI) 
pour la discuter et tenter de la généraliser} nous allons nous con- 
tenterici d’en étudier avec quelque détail certaines conséquences. 


iH. — Un théoreme de MM. Poincaré et Volterra. 


Nous allons exposer d’abord une remarque. importante qu. 
parait avoir été faite d’une maniére indépendante par M. Poincaré 
et M. Volterra (*). 


Etant donné un élément & (xa) de fonction analytique, 


é + a 
(*) Il suffit de considérer la fonction y (4 — 2) (z— ) et un contour Centou- 
rant les deux points a et 8. 


(7) Tel est le cas, par exemple, de la fonction y/z + log 


z—a@ 
z—f 
entoure les points a, 8, o. 

(°) H. Porncart, Sur une propriété des fonctions analytiques ( Rendiconti 
del Circolo matematico di Palermo, t. 11). — Vouterra, Sulle funzioni anali- 
. tiche polidrome ( Atti della Reale Accaittemia dei Lincei. Serie quarta, Rendi- 
conti, IV,, p- 355). 


» si le contour C 
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il est clair qu’il existe une infinité non dénombrable.d’élé- 
ments &(x—6), dont chacun est un prolongement analytique 
immédiat (') de ®(z —a). Chacun de ces éléments (x — b) 
permet de définir de méme une infinité non dénombrable d’élé- 
ments &(z —c), et ainsi de suite. On peut donc se demander 
d’abord s'il est possible d’indiquer un procédé régulier pour 
trouver sirement Ja valeur de la fonction en un point qu'il est 
possible d’atteindre, et ensuite, dans le cas ot la fonction n’est 
pas uniforme, si l’on est certain d’obtenir toutes les valeurs de Ja 
fonction en un point, en employant une méthode réguliére. Il est 
aisé de se rendre compte que ces questions sont intimement liées 
avec la suivante : quelle est la puissance de l’ensemble des valeurs 
que peut prendre la fonction en un point donné? Il est clair, en 
effet, que si cette puissance est la premiére, c’est-a-dire si cet 
ensemble de valeurs est dénombrable, on pourra espérer les avoir 
loutes au moyen d’une suite réguliére d’opérations, c’est-a-dire 
d’opérations effectuées successivement dans un ordre déterminé 

et formant par suite aussi un ensemble dénombrable. Au contraire, 
si la puissance de cet ensemble de valeurs dépassait la premiére, 
on ne pourrait pas étre certain d’obtenir l’une quelconque d’entre 
elles aprés un nombre suffisamment grand d’opérations, quelle que. 
soit d’ajlleurs la loi 4 laquelle on assujetlisse ces opérations. 

Voici la réponse donnée par MM. Poincaré et Volterra a ces 
' questions : On peut définir toute fonction analytique au moyen 
d'une infinité dénombrable d’éléments £(a— a); par suite, 
Vensemble des valeurs qu’une telle fonction prend en un point. 
est dénombrable, et l’on obtiendra sirement l'une quelconque de 
ces valeurs par un nombre fini d’opérations. I est clair, d’autre 
part, que si le nombre de valeurs est infini, i] faudra une infinité 
d’opérations pour les avoir toutes; mais on est-assuré que, |’ordre 
des opérations a faire étant fixé une fois pour toutes, chaque 
valeur sera obtenue par une opération de rang déterminé. 
Voici la remarque trés simple a l’aide de laquelle MM. Poincaré 

et Volterra ont obtenu ces résultats essentiels (pss 


(1) Le seul cas d’exception est celui ou la série € (a —a) n’admettrait aucun 
prolongement analytique; son cercle de convergence serait une coupure. 

(7) On rapprochera avec intérét ces résultats du suivant, tout a fait analogue, 
a celui qu’énonce M. Weierstrass dans sa lettre 4 M. Schwarz ( Weierstrass 
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Considérons un élément @(x2 —a) et les cercles de conver- 
gence C de tous les éléments @(x—b) qu’on obtient par la 
formule de Taylor, en prenant pour 6 un point quelconque inté- 
rieur au cercle de convergence de (7 — a). Parmi les cercles C, 
désignons par C’ ceux dont le centre a pour coordornées deux 
nombres rationnels : rour POINT INTERIEUR A LUN DES CERCLES C 
EST INTERIEUR A L’UN DES CERCLES C!. 

Or, nous savons que les cercles C’ forment un ensemble dénom- 
brable; soient b,, 62, ..., bp, ... leurs centres; nous aurons une 
infinité dénombrable d’éléments @(2—6,), €(x— bz), ..., 
€(x — 6,), .»., dont la considération, au point de vue de la défi- 
nition de la fonction analytique, rendra exactement les mémes 
services que l’infinité non dénombrable de tous les éléments 
®(a — b). Nous pourrons, de méme, a chaque élément @(x — b;), 
faire correspondre une infinité dénombrable d éléments 


P(r — Ci), @ (x2 —ci2), = yaly @( a2 — cin), ose 
et l’ensemble dénombrable des éléments 
(1) Bla—cn) (k= 1,2, ...,6) 


rendra exactement les mémes services que l’encemble non dénom- 
brable des éléments 


Coie — &(a— oe), 


qu’on obtiendrait en prenant pour c un point quelconque intérieur 
au cercle de convergence de l’un des éléments £(2 — b). 

En d’autres termes, tout point intérieur au cercle de conver- 
gence de l'un des éléments () est intérieur au cercle de conver- 
gence de l’un des éléments (+/'). Si l’on continue de méme, on verra 
que l’ensemble des éléments qu’on obtient en répétant de nouveau 
la méme opération [c’est-a-dire en prenant tous les points 4 coor- 
données rationnelles, intérieurs aux cercles de convergence des 
éléments ts (x), éléments qu’on peut désigner par 
(8) @ (x — dint) ‘{4,K, L=='0; 1; 2, ..45.2), 

(LORE ALESIS ESSERE SAE TE RSS VERS a ae ak AR al 
Werke, t. Il, p. 36) : toute fonction algébrique peut étre définie 4 VPaide d’un 
nombre jini d’éléments (en supposant que le point a Vinfini est ordinaire et que 


g (3) est Ja forme des éléments correspondanis ). 


56 CHAPITRE IV. 


donne tous les points intérieurs aux cercles de convergence des 
éléments 


(’) E(x —d), . 


qu’on obtiendrait en partant des éléments (y') eten prenant pour d 
tous les points A intérieurs a leurs cercles de convergence. 

On peut continuer de méme et répéter cette opération une 
infinité dénombrable de fois; car, d’aprés la définition de Weier-. 
strass, le domaine dans lequel est définie. la fonction analytique 
s’obtient en répétant m fois l’opération qui nous a permis de 
passer des éléments (y') aux éléments (6/) et en faisant croitre 
m indéfiniment, La fonction est définie en tout point intérieur a 
Yun des cercles de convergence ainsi obtenus. et correspondant a 
-une valeur finie de m. Or, nous savons que, si nous effectuons 
parallélement l’opération qui nous a permis de déduire les élé- 
ments (6) des éléments (y), nous obtiendrons, aprés m opérations, 
un ensemble d’éléments qui pourra étre représenté par 


(p) D(a — lay, cts, .. 5m ) (a4, Ae, 2224) Ay = Ty 2, 3, Ris) 5 2) 


et que le point A sera certainement intérieur a l’un des cercles de 
convergence de l’ensemble (1). 

Or, nous savons que l’ensemble des éléments tels que (1), et 
correspondant a toutes les valeurs de m, est dénombrable, car 
c’est un ensemble dénombrable d’ensembles dénombrables. 

Donec, une infinité dénombrable d’opérations nous donnera 
la valeur de la fonction en tous les points ot elle est définie 
d’aprés Weierstrass. Par suite, sien un point elle a une infinité 
de valeurs, l’ensemble de ces valeurs sera dénombrable. C'est 
ce dernier résultat que se proposait d’atteindre M. Poincaré dans 
la Note citée plus haut. 

Mais il importe essentiellement de rémarquer que la démonstra-- 
tion de M. Poincaré s’applique seulement aux points intérieurs 
aux cercles de convergence et non aux points de la circonférence. 
Pour ceux-ci, le premier des résultats énoncés ne serait pas exact; 
quant au secoud, il exigerait, semble-t-il, de nouvelles recherches. 
Sans nous étendre beaucoup sur ce point, considérons une fonc- 
tion admettant, comme ligne singuliére essentielle, un arc dé 
courbe autre qu’un cercle, et convenons d’appeler valeur dela 


) 
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fonction en un point 2» de l’arc la limite vers laquelle tend sa 
valeur lorsqu’on s’approche de ce point par un chemin quel- 
conque, non tangent a la ligne .singuliére, lorsque cette limite 
existe. Il est clair qu’on ne pourra .obtenir cette valeur par la 
méthode du prolongement analytique, qu’en considérant un élé- 
ment #(z — a), dont le cercle de convergence soit tangent a l’arc 
au point 2). On yoit que pour obtenir la valeur de la fonction, 
quand elle existe en tous les points de l’arc, il est nécessaire de 
cconsidérer une infinité non dénombrable d’éléments (*) &(2 — a). 
Cette remarque accroit encore l’importance de la proposition de 
MM. Poincaré et Volterra, qu’on aurait pu étre tenté de consi- 
dérer comme évidente. 


III. — Remarque de Weierstrass sur les séries de fonctions 
uniformes. 


Nous allons maintenant exposer une remarque importante, due 
a Weierstrass, et relative aux séries dont les termes sont des fonc- 
tions uniformes; nous verrons qu’un fait remarquable, qu’il a dé- 
-couvert a l’aide de calculs assez compliqués, est une conséquence 
immédiate de l’existence de fonctions analytiques non uniformes. 

Considérons un élément de fonction analytique, représentant 
une fonction non uniforme dans une couronne ayant une partie 
commune. avec son cercle de convergence; ce sera, par exemple, 
Ja série suivante 


qui représente, comme |’on sait, la fonction log( )> non uni- 


I—- 2% 
forme dans une couronne entourant le point « =1. D’ailleurs, la 
série (2) représente la détermination de la fonction qui se réduit 
a zéro pour 7 = 0. 


(') On pourrait croire qu’il suffit de chercher la valeur de la fonction en une 
infinité dénombrable de points, formant un ensemble partout dense sur l’arc, par 
exemple aux points dont l’abscisse est rationnelle; mais la valeur de la fonction, 
telle que nous l’avons définie, n’est pas nécessairement une fonclion cuntinue sur 
Varc et, par suite, il est absolument indispensable de la calculer en tous les points 
‘de cet arc. 
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Figurons ane couronne I entourant le point # = 1 et suppri- 
mons de cette couronne la portion qui n’est pas couverte de 


hachures (fig. 1); il est manifeste que, dans ]a portion restante, 
[ 

I[— fF 

l'une de ces branches, par exemple celle dont la partie imaginaire 


est uniforme. Considérons | 


toute branche de la fonction log 


SY 


est égale 4 mi lorsque x est réel; nous aurons défini, dans le« 
domaine D couvert de hachures, une fonction analyiique uni- 
forme bien déterminée. Désignons cette fonction par 9(x). Con- 
sidérons maintenant Ja série £(x); c’est une série dont les termes 
sont des fonctions uniformes dans Je domaine D et qui d’ailleurs 
n’y admettent aucun point singulier. Cette série est convergente 
en deux parties séparées de D, I, et Ty; d’ailleurs, dans chacune 
d’elles, elle est uniformément convergente. Mais, ce qu’il y a de 
remarguable, c’est- que, dans I',, la somme de la série @(x) est 
égale 4 9(#), tandis que, dans le domaine I,, la somme de la 
série (a) est égale 4 (2) — 277; c’est une conséquence immé- 
diate des propriétés du logarithme. 

En résumé, nous avons un domaine D d’un seul tenant, et, 
dans ce domaine, une fonction analytique uniforme o(«); nous 
avons d’autre part une série, dont les termes sont des fonc- 
tions uniformes n’admettant aucun point singulier dans D; 
cette série converge en deux portions séparées de D: dans l’une 
de ces portions sa somme est o(x); dans l’autre, sa somme n'est 
pas 0(z). is 13 

Ce résultat, qui est une conséquence immeédiate de Vexistence 
de fonctions non uniformes, suffit a mettre nettement en évidence 
la différence essentielle qu’il y a entre une expression analy- 
tiqgue et une fonction analytique; une méme expression analy- 
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tique, pourvue de sens en deux régions I’, et T, d’un domaine D 
d'un seul tenant et égale, en tous les points de T',, 4 une fonction 
analytique uniforme dans D, n’est pas nécessairement, égale a la 
méme fonetion dans T,. Admettons maintenant le résultat. sui- 
vant, qu’on est naturellement conduit 4 regarder comme vraisem- 
blable et qui est d’ailleurs aisé 4 démontrer (') : é¢ant donné un 
domaine D, limité par une courbe sans points singuliers, et une 
fonction (x), uniforme dans D, on peut trouver une série 9 (x) 
dont les termes sont des fonctions uniformes dans D quit, 
dans tout ce domaine, converge uniformément (*) et a pour 
somme 0(2£).°- 
Considérons alors la série 


Q(x) — £(2); 


cette série est uniformément convergente dans les domaines I, 
et T,; sa somme est zéro dans I, et 2t7 dans Ty; d’ailleurs, T, 
et T, font partie d’un domaine D a contour simple dans lequel 
les termes de la série sont uniformes et n’ont aucun point 
singulier. 

Nous voyons ainsi qu’une méme série 


D(x) — F(x) 


peut avoir pour somme, en deux régions d’un domaine D dans 

-lequel ses termes sont uniformes, soit 2/m, soit o; il est clair 
d’ailleurs que, si f(z) et g(x) sont deux fonctions uniformes 
dans D, la série 


f(@) += (©) — f(s) [Q(w) — F(#))] 


a pour somme f(z) dans I, et g(x) dans Ty. Par suite, étant 
donnée une série ‘ 


rfi(x) 


(‘) Voir, par exemple, Paintevé, Sur les lignes singuliéres des fonctions 
analytiques ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1888). Voir aussi 
les recherches plus récentes de MM. Hilbert et Painlevé, sur les développemqnts 


en série de polynomes. 
(*?) Du moins, la convergence est uniforme dans tout domaine intérieur a D. 
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dont les termes sont des fonctions uniformes dans un do- 
maine D, si cette série converge uniformément dans deux 
portions: séparées T, et T, de D, on ne peut, si l’on ne fait 
aucune autre hypothése, indiquer aueun lien entre les deux 
fonctions analytiques définies par cette série dans T, et T>. 
Ces deux fonctions a’ont aucun rapport nécessaire entre elles. 

La méthode par. laquelle nous avons obtenu ce résultat est | 
théoriquement simple, car elle s’appuie sur des propriétés élé- 
mentaires des fonctions analytiques dont les conséquences se pré- 
sentent naturellement, sans qu’il soit besoin d’aucun artifice de 
calcul. Mais, d’autre part, la série obtenue est d’une nature com- 
pliquée et, si nous pouvons prétendre que notre méthode a l’avan- 
tage de ne pas exiger le calcul effectif de ses termes, on peut nous 
répondre justement que c’est bien heureux, car nous aurions pu 
étre génés pour faire ce calcul : nous nous contentons de savoir 
qu'il est possible. 

On peut arriver a des résultats analogues a l’aide de séries 
présentant un caractére tout différent : leur signification théo- 
rique est compliquée; le calcul de leurs termes, au contraire, est 
simple et, si l’on voit moins aisément les raisons théoriques géné-_ 
rales du résultat obtenu, on apercoit, par contre, trés nettement, 
le mécanisme simple de calcul qui fournit ce résultat. Chacun, 
suivant la nature de son esprit, jugera l’une de ces méthodes 
préférable a l’autre, c’est-a-dire de nature 4 mieux lui faire com- 
prendre la raison du fait analytique qu’elles font connaitre toutes 
deux. Aussi allons-nous, aprés avoir indiqué la premiére, donner 
un exemple de la seconde, qui est celle de Weierstrass. Nous 
ne choisirons pas d’ailleurs l’exemple primitif de Weierstrass, 
dont V’exposé exige d’assez longs calculs, mais un exemple di a 
M. Jules Tannery et que Weierstrass a lui-méme communiqué a 
Académie des Sciences de Berlin, le 21 février 1881. Il repose 
sur la remarque bien simple suivante : l’expression 


I+ am 
I1—gm 


a, lorsque m augmente indéfiniment, +1 comme limite si x] <1 
et —1 comme limite si || >1. Dés lors, si nous désignons par 


M1, Me, «+15 Mp, «.. 
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des nombres positifs croissants et si nous considérons une série 
telle que la somme de ses n premiers termes soit 


Stee I+ 2 n 
a San” 


la somme de cette série sera +1 ou —1, suivant que le module 
de x sera inférieur ou supérieur a un. 

Il est aisé de calculer le terme général de la série, connaissant 
la somme de ses n premiers termes ; si, pour fixer les idées, on 


prend 


Mn = 2", 
ona 
by la enone tee ae PO Ls ao (1a) a wt 
nm~— Wn ni = ee Ra aa ets ty. a he ett 
et l’on obtient la série 
I+ 2x 2x7 2x* 


a + + 
i— Zz x2*—I xz —i wi—r 


dont la somme est +1 et —1 suivant que |z|<1ou|z|>r. On 
déduit de ce résultat des conséquences analogues a celles que 
nous avons développées précédemment; remarquons cependant 
que les deux régions dans lesquelles la série a une somme diffé- 
rente sont ici séparées par une ligne (le cercle de rayon un) telle 
qu’un arc quelconque de cette ligne renferme une infinité de 
points, dont chacun est singulier pour une infinité de termes de 
la série. A cause de cette circonstance, les résultats qu’on en 
déduit ne sont pas identiques 4 ceux que nous avons énoncés 
tout 4 ’heure. Mais nous reviendrons sur ce point dans le Cha- 
pitre VI; le Chapitre V est consacré a |’étude de la convergence 
de certaines séries, étude qui nous est indispensable pour notre 
but, mais qui ne joue qu'un réle auxiliaire et que nous avons, 
par suite, mise a part, afin de ne pas interrompre trop souvent les 
raisonnements par des calculs accessoires. 


CHAPITRE VY. 


SUR LA CONVERGENCE DE CERTAINES SERIES REELLES. 


I. — Définition des séries étudiées. 


Comme nous venons de |’expliquer, les résultats seuls de ce 
Chapitre sont indispensables pour I’intelligence de ce qui va 
suivre; il n’est pas nécessaire d’en connaitre les démonstrations. 
Le lecteur pour qui ces démonstrations ne présenteraient pas 
d’intérét en elles-mémes peut les omettre sans inconvénient, et 
lire seulement les résultats que nous résumons 4 Ja fin du Cha- 
pitre. 

Les séries dont nous ‘allons nous occuper sont de la forme 
suivante : 


ao 


(1) : ye 


n—1 


, 


les coefficients A, et les exposants m, étant des nombres réels 


positifs; la quantité réelle et PRS r, est dailleurs définie par 
Pégalité 
ry = (@— anh + (y — bn f+ (%—en)2t+..., 


les variables x, y, z,... étant en nombre fini quelconque h. De 
plus, on suppose que la série 

ZAn 
est convergente, et enfin que les exposants my sont tous inférieurs 


aun nombre fixe m. Dés lors, il est clair que si l’on Generders 
dans l’espace 4 A dimensions, l’ensemble E des points 


C= ap: Ye Fa La Being Stale 


et son ensemble dérivé E’, la série (1) est certainement conver- 
gente pour tout point 2, y, s,... qui n’appartient pas a EF’. Il 


SUR LA CONVERGENCE DE CERTAINES SERIES REELLES. _ 63 
existe en effet alors un nombre x tel qu’on ait, pour toute 
valeur de 2, 

Mn > 15 
on en conclut, m, étant inférieur a m, 


m ' 
rmn > 7"n> nM”, 


en supposant ('), ce qui est permis, 4 <1. Les termes de la 
série (1) sont donc respectivement inférigurs aux termes de la 
série convergente a termes positifs 


Le probleme que nous nous proposons, c’est l'étude de la 
convergence de la série pour les points de E’. Nous supposerons 
d’abord le nombre h des variables égal 4 un, puis égal 4 deuz, 
et l'on verra aisément qu’en se bornant a ce dernier cas on ne 
restreint qu’en apparence la généralité. Nous supposerons d’abord 
qu’on a m,=1, quel que soit n; cette restriction n’est pas non 
plus essentielle et a seulement pour but de simplifier les notations 
el le langage. 


II. — Séries a une seule variable. 


Nous posons donc 
r2=(#2—a,), 
) cy od 
c’est-a-dire 
Th=|e—ap|, 


et nous considérons tout d’abord la série 4 termes positifs 


mi A, 


(2) rs 


Tn 


Nous désignons par E !’ensemble des points a, par E! l’en- 
semble dérivé, et nous savons déja que la série 


(3) : . EAn 


(‘) Il est clair que, si m,.n’est pas eftier, rj" est supposé essentiellement 
positif, et par suite a un sens bien précis. 
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étant supposée convergente, la série (2) est convergente lorsque x 
n’appartient pas 4 FE’ ('). I] est clair que, pour étudier la conver- 
gence de la série (2) lorsque x est compris entre o et 1 (?), par 
exemple, on peut négliger tous les termes correspondant a des 
valeurs de a, non comprises dans cet-intervalle. Nous supposerons 
donc que tous les a, sont compris entre 0 et 1, el nous étudierons 
la convergence de la série dans cet intervalle. Nous allons donc 
uliliser pour cela la proposition élémentaire suivante, relative aux 
séries 4 termes positifs : 

Pour qu'une série soit convergente, il suffit que ses termes 
soient, a partir d’un certain rang, respectivement inférieurs a 
ceux d’une série convergente arbitraire, donnée d’avance. 

De plus, si les termes de la série étudiée sont fonction d’une 
ou de. plusieurs variables, et si, pour un ensemble de valeurs de 
ces variables, on peut choisir la méme série de comparaison (*), 
la série est uniformément. convergente pour cet ensemble de 
valeurs, 

Enfin on peut dire, et c’est presque une tautologie, que, si une 
série est convergente, on peut trouver une série convergenle de 
comparaison a l’aide de laquelle sa convergence peut étre dé- 
montrée : il suffit de prendre la série dont chaque terme est le 
double du terme corréspondant de la série donnée. Malgré son 
extréme banalité, cette remarque ne nous sera pas inutile. 

Désignons par 


(1) Uy + Uet... + Ugt... 


la série convergente a laquelle nous allons comparer la série pro- 
posée : 


(2) alge ge nt ae 


Nous écrirons qu’on a, sauf pour un nombre limité de valeurs 


(7) Réciproquement, si les @, sont finis, et si la série (3) est divergente, la 
série (2) est divergente pour toute valeur de 2. 

(7) Les limites étant exclues, 

(*) On suppose, en outre, que le rang a partir duquel les termes de la série 
étudiée sont inférieurs 4 ceux de la série de comparaison peut étre fixé indépen- 
damment des valeurs particuliéres des variables. 
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den, 


n 
lt, 
rn 


c’est-a-dire, puisque toutes les lettres désignent des quantités 
positives, 
A 
3 r Salk 
(3) a> = 
Ces derniéres inégalités ont une inlerprétation géométrique 
simple : nous avons posé 


Tn=|z2— ap |- 


L’inégalité (3) exprime donc simplement que le point x ne se 


: : 2A 
trouve pas dans lintervalle, d’étendue mae obtenu en portant de 
n 


A r i , oY A 
chaque cété du point a, une longueur égale 4 —*- Nous poserons 


Ln 


et nous considérerons l’ensemble des intervalles 
(4) Aan—Pn, Ant Pn; 


Pinégalité (3) devant étre vérifiée, quel que soit n, sauf peut-étre 
pour un nombre limité de valeurs, le point x ne doit appartenir 
qu’a un nombre fini (') des intervalles (4). 

Or ces intervalles forment, par leur réunion, un ensemble 
mesurable, dont la mesure est inférieure ou, égale a 


BMC ys 


nous serons donc assurés qu'il existe des points 2 n’appartenant 
qu’a un nombre limité de ces intervalles si cette mesure est 
finie (*), c’est-a-dire si la série 


(5) : Yen 


(') Il faut évidemment de plus, comme nous I’avonsdéja dit, que le point a ne 
coincide pas avec un pointa,. Cependant, dans ce cas, nos raisonnements s’appli- 
queraient a la séric dont on aura retranché le terme infini. ; 

(2) Lest clair, en effet, que si chaque point de l’intervalle 0-1 appartient a une 
infinité d’interyalles, la somme de ces intervalles est nfinie. 


B. 2 
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est convergente. L’étude du cas ou cette série ne serait pas con- 
vergente est trés délicate; nous la laisserons de cété. 
Nous supposons donc que la série (5) est convergente; soit ¢ 
sa somme. Nous allons montrer, dans cette hypothése, que la 
série proposée est uniformément convergente pour un ensemble 
de valeurs de x dont la mesure peut étre supposée aussi voisine 
qu'on veut de un. Prenons, en effet, comme série de compa- 


raison, 
(a) Zul, = L2kup. 
Nous avons posé 
; A, 

Un 
et ; 

Ln =v; 
nous aurons, en prenant 

An An 


Pégalité fondamentale 


Or les termes de la série proposée (2) sont certainement tous 
inférieurs 4 ceux de Ja série (1'), si l’on suppose que z n’est situé 
dans aucun des intervalles 


(4') @n— en, an-+- On, 
intervalles dont l’étendue totale est 


v 
220), = Ee 
L’ensembie des valeurs de x satisfaisant a cette condition a une 
5 ‘ us ? ee 
mesure égale ou supérieure (') a 1— 7: Or ona pu choisir k de 


_Maniére que cette expression différe de 1 aussi peu qu’on veul. 
Hl est clair d’ailleurs que, si l’on considére des valeurs de k de plus 
en plus grandes, l’ensemble des valeurs de 2 acquerra sans: cesse 


(*) Elle est supérieure lorsque les intervalles ( 4’) empiétent les uns sur les 
autres; leur mesure est alors inférieure a leur étendue totale. 
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de nouveaux points; quelle que soit la valeur fixe de ‘, la conver- 
gence est uniforme pour tous les points de l’ensemble correspon- 
dant; la convergence n’est pas uniforme lorsque |’on considére 
-simultanément toutes Jes valeurs de k et toutes les valeurs de x 
qui leur correspondent. Tout ce qu’on peut affirmer, c’est que 
Vensemble des valeurs de x pour lesquelles la série n’est pas con- 
vergente a pour mesure zéro (‘) et que, par suite, l’ensemble des 
points de convergence est partout dense (?). 

Tous ces résultats ont été obtenus en supposant la convergence 
de la série 


ZPa} 
on avait d’ailleurs posé 
An : 
Vn ——] =. 
un 
et la série 


était une série convergente quelconque. 

Nous avons yu, d’ailleurs, qu’on obtenait certainement la con- 
dition nécessaire de convergence de la série proposée, en prenant 
pour Zu, une série convergente arbitraire, c’est-a-dire en ne 
faisant pas d’autre hypothése sur cette série a termes ene que 
celle de sa convergence . 

Nous sommes ainsi conduits & nous poser la question suivante : 
Etant donnée la série : 

: ZA, 


(peut-on trouver une série convengente), 


(6) Bun 
telle que, en posant 

An 
(7) Po en= irae 


(') Nous ne sommes d’ailleurs pas’ assurés que cet ensemble soit mesurable, 
en employant le langage expliqué page 48, nous devrions dire que sa mesure est 
inférieure ou. égale a zéro,; mais la mesure n’est jamais négative. 

(2) Ce dernier point, qui ne suffirait pas & entrainer le résultat d’ou nous le 
tirons, est d’ailleurs évident. H est clair, en effet, que le raisonnement qui nous 
a prouvé l’existence des points z dans l’intervalle o-1 s’appliquerait 4 tout aulre 
intervalle. 
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la série 


Ces re, 


soit convergente? 
I] est aisé de répondre a cette question; en effet, l’inégalité 


VA, = June g Sets 


nous montre gue la convergence des séries (6) et (8) et la rela- 
tion (7) entrainent la convergence de la série 4 termes positifs 


7: = VAn: 


Réciproquement, si cette série est convergente, il suffira de 


Un= n= Y An, 


pour que la relation (7) soit vérifiée et que les séries (6) et (8) 
convergent. 
La convergence de la série 


prendre 


ZVAn 


est donc la condition nécessaire et suffisante pour que nous puis- 
sions éludier la série proposée par la méthode simple de la page 66, 
et cette méthode nous conduit immédiatement au résultat suivant : 
en posant ; 


DyAy = 0; 


Vensemble des points x pour lesquels la série proposée a Tous 
ses termes inférieurs a ceux de la série conver gente 


ae 


@ une mesure supérieure ad 1—«. 
Pour tous ces points, la somme de la série est manifestement 


9 


. 


inférieure a 


On verrait aisément que, pour la série 


—) Mnasm, 


- 
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il suffirait de poser 


1 ea 


me 
a 


On = 


et de supposer la convergence des deux séries 


Zen 
et 
Lun, 


d’ou l’on conclurait la convergence de la série 
\ 


t 
+ Amr 
SAT, 


Cette remarque nous sera utile plus tard. 


Séries 4 deux variables. 


Nous allons maintenant étudier le cas ou il ya plus d’une 
variable dans la série; comme nous !’avons dit, nous suppo- 
serons quil y en a deuz, afin de simplifier le langage géomé- 
trique. 

Nous posons donc maintenant 


r= (@ — an)? + (¥ — bn)’, 
nO 


et nous considérons la série & termes positifs 


An, 


Ty? 


nous écrirons, de méme que tout alheure, 


See EI 
Lar 
et, par suite, 
(1) rn > On, 
en posant 
An 
e, =—> 
un 
La série 


(2) $ Lun 
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sera supposée convergente ; mais |’interprétation géométrique des 
inégalités (1) ne sera plus la méme que précédemment. Ces inéga- 
lités expriment, en effet, que le point x est extérieur aux divers 
cercles ayant respectivement pour centres les points an, bn, et 
pour rayons @,. Or l’aire de l’un de ces cercles est tv;,; la somme 
de ces aires sera donc finie si l’on suppose convergente la série 


(3) Die. 


Dés lors, en remplacant uv, par ku,, on démontrera aisément 
que la série proposée est uniformément convergente pour tous les 
points obtenus en supprimant une infinité de cercles dont laire 
totale a pu étré supposée aussi petile qu’on veut; par suite, dans 
toute. région du plan, il y a des points de convergence. D/ailleurs, 
on voit facilement que la convergence des séries (2) et (3) exige 
la convergence de la série 


ZA 


Behe 


et que, réciproquement, si cette série est convergente, il suffit de 


prendre 


a 
Un= As, On =A, 


Bel— 


pour pouvoir faire les raisonnements qui précédent. 

Mais nous ne nous étendrons pas sur ces résultats, qui ne nous 
seront pas utiles. Ils supposent d’ailleurs une étude des ensembles 
de points 4 deux dimensions, étude qui, dans ses éléments, n’est 
pas difficile, mais que nous n’avons pas faite. Nous aurons, au 
contraire, grand besoin des résultats que nous allons obtenir en 
étudiant la convergence de la série sur les diverses courbes qu’on 
peut tracer dans ie plan. Nous ferons tout d’abord I’ hypothése que - 


la série 
ZVAn 


est convergente., par suite, nous pourrons supposer que les séries 


Lun 
et 
2Vzn 


sont aussi convergentes. 
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Dés lors, les cercles G définis par les inégalités (1) seront tels, 
que la somme de leurs diamétres pourra étre supposée aussi 
petite qu’on veut (en changent u, en ku,). 

Cela posé, considérons une droite quelconque, tracée dans Je 
pian des deux variables réelles z, y. Nous obtiendrons des points 
de la droite pour lesquels la série est convergente, en supprimant 
les intervalles intérieurs aux cercles C ; or, toute corde d’un cercle 
étant plus petite que le diamétre, la somme des segments de la 
droite qui sont intérieurs aux divers cercles C est inférieure a la 
somme des diamétres de ces cercles et peut, par suite, étre sup+ 

_posée aussi petite qu’on veut. On arrive par suite sans peine, 


dans l’étude de la convergence de Ja série sur une droite arbi- 
traire, aux résultats mémes que nous avions obtenus dans |’étude 


du cas d’une seule variable; il est inutile de le répéter en détail. 

D/ailleurs, ce que nous venons de dire pour une droite s’applique 
a toute courbe satisfaisant a la condition suivante : la somme des 
arcs, en chaque point desquels le rayon de courbure est inférieur 
ac, tend vers zéro en méme temps que e. En effet, si le rayon de 
courbure en tout point d’un are est supérieur 4 un nombre fixe, 
on peut affirmer qu'un cercle suffisamment petit intercepte sur 
eet arc un segment au plus égal au diamétre du cerele [a des infi- 
nimeni petits prés d’ordre supérieur, Je diamétre étant regardé 
comme |’infiniment petil principal (‘) }. 

Ainsi, en excluant des courbes d’un caractére tout a fait excep- 
tionnel, |’étude de notre série a deux variables sur une courbe 
quelconque conduit aux mémes résultats que l'étude de la série 
a une seule variable, quand on fait la méme hypothése SOURIS 
tale : la série 

ZVAn 
est convergente. 

On aurait pu d’ailleurs déduire ces résultats de ceux que nous 
avions démontrés pour le cas d'une seule variable, et si notre étude 


(1) Nous supposons, bien entendu, que la courbe considérée est telle que les 
mots arc, rayon de courbure, ont un sens, et que le rayon de cuurbure est une 
fonction continue de l’arc o’admettant point une infinité de maxima et de minima. 
On pourrait s’affranchir d’une partie de ces restrictions, mais cela n’a pour,nous 
aucun intérét. 
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se bornait la, elle ne. fournirait pas une véritable généralisation 
de cés premiers ‘résultats. Nous allons obtenir, au contraire, des 
conséquences vraiment nouvelles et importantes pour la suite, en 
considérant, non plus une courbe isolée, mais une famille de 
courbes. ; 


Courbes de convergence uniforme. 


Proposons-nous d’abord de rechercher comment se comporte la 

série proposée, ; 

An 

re 
sur un ensemble de droites paralléles D; nous supposons toujours, 
bien entendu, que la série x/A, est convergente. Soit D’ une 
droite perpendiculaire aux droites D; chaque droite D est déter- 
minée par le point of elle rencontre D’. Si nous considérons un 
des cercles C, les droites D qui le rencontrent déterminent sur D! 
un segment dont la longueur est égale au diamétre du cercle con- 
sidéré : c’est sa projection orthogonale sur D’. A l’ensemble des 
cercles CG correspond ainsi un ensemble de segments, dont la 
somme peut étre rendue aussi petite: qu’on veut, pubs elle est 
égale a la somme des diamétres des cercles. 

Mais, daprés \la maniére méme dont ces segments ont été 
constaatls, il est clair que toute droite D, déterminée par un point 
de D' n’appartenant a aucun ‘de ces segments, ne rencontre aucun 
des cercles C. Par conséquent, en choisissant convenablement la 
constante k, dont nous avons déja fait usage, nous pourrons 
affirmer qu'il existe’ sur un segment quelconque de D!’ un 
ensemble E, dont Ja mesure est aussi voisine qu’on veut de la 
Jongueur totale de ce segment et qui, de plus, est tel que, sur 
toutes les droites D déterminées par lés points de E, la série est 
uniformément convergente. Car, sur toules ces droites, on a pour 


toute valeur de n 


Ley VA,, 


Tn 
A étant un nombre fix’ et la série 


An 
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étant convergente. D’ailleurs, si l’on pose 


ZYVA =%” 


ts . 
et si l’on considére un segment de D’ dont la longueur est /, on 
pourra affirmer que la mesure de l’ensemble E est supérieure a 


2 
i — 9 a 

Comme nous l’avons dit plus haut dans des circonstances 
analogues, on peut affirmer que la convergence a lieu pour un 
ensemble de mesure /, mais elle n’est pas uniforme pour cet 
ensemble, bien qu’elle le soit sur chaque droite D. 

L’importance du résultat précédent dans les applications est 
due a ce fait que la série convergeant uniformément sur certaines 
droites D, sa somme est une fonction continue de la position du 
point x, y lorsque ce point décrit l’une de ces droites. On ne 
pouvait évidemment rien affirmer.de pareil, pour une série coa- 
vergeant uniformément pour les points d’un ensemble non continu. 

{Il est d’ailleurs aisé de généraliser le résultat précédent, en 
remplacant la famille de droites paralléles D par une famille de 
courbes I satisfaisant 4 des conditions trés générales. Voici ces 

conditions restrictives dont plusieurs ne sont pas indispensables 

ou font double emploi, mais qui ne nous géneront pas pour les 
applications. Nous supposons qu'on peut associer a la famille T 
une famille I’ telle que, dans une région A du plan, ces deux 
familles de courbes déterminent un réseau de parallélogrammes 
infiniment petits sans point singulier. Nos conclusions s’ap- 
pliquent alors a4 la région A; elles s’appliqueraient a tout le plan si 
tous les points a’ étaient intérieurs a la région te 

Voici ce que nous entendons par un réseau sans point singu- 
lier; on a, dans la région A, 


tm o(u, v), 


y= ¥(u,e): 


4 tout systéme de valeur de wu, » correspond un seul systéme de 
valeurs de x, y et réciproquement; les courbes T et I” s’obtiennent 
respectivement en prenant u=—const., ¥ = const., et en 
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posant 
dz? + dy*= E du?+ 2F du dy + G de’, 


les quantités essentiellement positives 


E.G) EGP 


sont, dans toute la région A, comprises entre deux nombres posi- 
sitifs fixes. 

On voit aisément alors que l’une quelconque des courbes I” 
peut jouer le méme réle que la droite D’ dans la démonstration 
précédente : les courbes I qui rencontrent un cercle C interceptent 
sur IY un segment! dont le rapport au diamétre du cercle est com- 
-pris entre deux nombre fixes et ]’on démontre ainsi aisément que 
les courbes I ont les mémes propriétés essentielles que les droites D, 
au point de vue de la convergence de la série proposée. 

Sans examiner tous les cas ou les courbes I ne satisfont pas aux 
conditions exigées, ce qui a lieu, par exemple, si, dans l’aire A 
considérée, elles ont une enveloppe, nous allons étudier un cas 
particulier important, celui ot les courbes I sont des droites pas- 
‘sant par un point fixe. Il est clair d’ailleurs que, si ce point fixe. 
n’était pas un point a‘, nous rentrerions dans un cas déja étudi€ ; 
nous supposons donc que nous avons des droiies A passant par un 
méme point 2, lequel est un point limite de l’ensemble des a. La 
premiére question qui se pose, dans l’ordre d’idées ot nous 
sommes restés jusqu’ici, est la suivante : Y a-t-ildes droites A sur 
lesquelles la série est convergente? Nous remplacerons cette 
question, par la suivante, plus restrictive : Y a-t-il des droites A 
qui ne rencontrent aucun des cercles C? Nous supposons d’ailleurs 
le systéme des cercles C défini de la maniére la plus générale ; le 
rayon du cercle Cy est vn et la série 

p An 
On 
est convergente ; ce sont la, pour le moment, nos seules hypo- 
théses. | . 

Il est clair d’abord que le point « doit étre extérieur a tous les 
cercles C; sinon, toute droite A rencontrerait l’un au moins de ces 
cercles; on a donc certainement, pour toute valeur de 7, 


Tnr.> On. 
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Menons du point « les deux tangentes au cercle Cy; l’angle de ces 
deux tangentes est visiblement 


ER 
2are sin—y 
Tr 


: es : ™ : 
le symbole arc sin désignant un arc compris entre 0 et —; d’ail- 
2 


leurs, il est clair qu’une droite A rencontre ou ne rencontre pas 
le cercle C, suivant qu’elle est inférieure ou extérieure a cet 
angle. 

On conclut aisément de 14 que, pour qu’il existe des droites A 
ne rencontrant aucun des cercles Cp, il suffit (') qu’on ait 


L 


(1) Dare sin <2n. 


n 
1 


Il est donc tout d’abord nécessaire que la série 


On 


—— 
rn 


soit convergente et il est manifeste que cette condition suffit, car, 
si elle est remplie, on pourra toujours vérifier l’inégalité (1) en 
remplagant », par ke, et choisissant convenablement la cons- 
tante k. On pourra de méme démontrer qu’il existe des droites A 
dans un angle aussi petit qu’on veut, ayant son sommet au 
point z. Tout cela est une conséquence de la convergence de la 
série 


ent 
’ 
rn 


nous allons indiquer un cas trés étendu dans lequel on peut 
trouver une infinité de points x tels que cette série soit conver- 


(1) L’inégalité que nous écrivons exprime qu’il existe des demi-droites, issues 
du point x et ne rencontrant aucun des cercles C,; mais leur prolongement au 
dela de x peut en rencontrer; pour qu’il n’y ait pas de droites passant par @ et 
ne rencontrant aucun de ces cercles, il faut écrire 


. 8, : 
43 arc sin— <2, 
Les 


| 


mais ce facleur numérique est sans importance. 
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gente. Il suffit que la série 
2 

DAP 
soit convergente; on pourra en effet, alors, trouver une infinité de 
points x tels qu’on ait 
' 4 
“Tn > kA, 
k étant une constante convenablement choisie; en prenant d’ail- 
leurs 


On = k' AS; 
les deux séries . 
An 
On 
et 
- 
Tn 


seront convergentes, ce qui est le résultat désiré. 
Par conséquent, lorsque la série 


Tro 


ZA 


est convergente, on peut trouver, dans toute région, une infi- 
nité de points x, tels que par chacun de ces points passe une 
infinité de droites sur chacune desquelles la série proposée est 
convergente. L’ensemble de ces droites a d’ailleurs une mesure 
angulaire aussi voisine qu’on veut de 7, si on les considére 
comme prolongées dans les deux sens, ou de 27, si on les regarde 
comme des demi-droites. - ; 

Comme nous l’avons dit plus haut, ces résultats s’étendent sans 
peine a une série de la forme . 


x 3 : 
(1) s= Mr<m,; 


Tr” 
seulement, au lieu de supposer la convergence de l’une des séries 
2 1 2 
ZAR, LAR, ZA}, 


il faut, suivant le but que l’on désire atteindre, supposer la con- 
vergence de la série 
ZAP, 
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ou p est une fonction de m, aisée a déterminer ; d’ailleurs, p tend 
vers zéro lorsque m augmente indéfiniment. Par exemple, la con- 


vergence de la série 
1 


At 


entraine, pour la EW ), les mémes conséquences as la con- 


vergence de la série DA? entrainail pour la série 


Se 
Vpn 

Une application importante de ces remarques est la suivante : 
Supposons que la série 


ZAP 


sout convergente, quel que sowt le nombre positif fixe p; c'est 
ce qui a lieu certainement si l’on suppose convergente la série 
Drea. 
[oe | 
(a) —_ 
~ An 


x 


ul est a termes positifs a partir d’un certain ran uisque A 
R 3. PUIS n 
tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment; u est un nombre 
positif quelconque. 

Considérons dans cette derniére hypothése, avec la série 


An 
Pin 4 MnZ mM, 


wu 


toutes les séries qu’on en déduit en prenant les dérivées de 
chaque terme un nombre quelconque de fois, soit par rapport 
a x, soit par rapport a y. Ces dérivées s’expriment d’ailleurs 
linéairement au moyen des séries obtenues en dérivant chaque 
terme par rapport a7,. Nous pourrons affirmer que, si la série 
Ds aes 
1 |e 
log — 
n 
est convergente, chacune de ces dérivées a toutes les propri¢tés 
de convergence que nous avons énoncées plus haut. On pourrait 
méme démontrer des propositions un peu plus précises, par 
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exemple celle-ci : on peut trouver des courbes telles que, par 
chacun de Jeurs points, il passe une infinité de courbés sur 
lesquelles la série est conyergente, etc. Mais nous préférons 
insister sur un fait plus important; nous venons de dire que 
chacune des séries dérivées est convergente sur une infinité de 
courbes; cela ne permet pas de conclure qu'il y a des courbes sur 
lesquelles toutes les séries dérivées sont convergentes. On arrivera 
a ce dernier résultat en prenant pour 7, les termes de la série 


convergen te 
1 


Daa ERTIES 
Le] 


multipliés au besoin par une constante &, et en raisonnant comme 
précédemment. On trouvera ainsi, dans les mémes conditions 
que plus haut (p. 73), des courbes sur lesquelles toutes les séries — 
dérivées sont convergentes; d’ailleurs, sur chaque courbe la con- 
vergence est uniforme, d’ou l'on conclut aisément que la dérivée 
de la fonction par rapport a l’arc de la courbe peut se calculer en 
appliquant simplement la régle de dérivation des séries. 

Il suffit pour cela de se rappeler qu’une série uniformément 
convergente peut étre intégrée terme a terme. 

Nous allons, en termivant, résumer ceux des résultats acquis 
dans ce Chapitre dont nous aurons besoin plus loin. 


Etant donnée une série de la forme 
| _~{ An 
(0.7) = ieee sg Soa 


on suppose que les A, et les mn sont des nombres positifs; 
les mn sont inférieurs aun nombre fixe et les Ay sont tels que 
la série 


dans laquelle p désigne un nombre positif, est convergente ('). 


(1) On suppose que les A, tendent vers zéro; cette derniére série pourrait 
aussi étre convergente si A, augmentait indéfiniment avec .n. 
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En méme lemps que la série 9(x, y), on considére les séries 
obtenues en prenant les-dérivées partielles d’ordre quelconque 
de tous ses termes. 

Cela étant, on peut trouver dans toute région du plan une 
infinité non dénombrable de courbes C sur lesquelles toutes ces 
séries @ termes positifs sont uniformément convergentes. Si+ 
l’on considére toutes les droites D paralléles ad une direction 
donnée et un segment de droite « de longueur l non paralléle 
a cette direction, on peut trouver sur ce segment un ensemble 
dont la mesure différe aussi peu qu’on veut de Ll et tel que 
toute droite D passant par un point de cet ensemble ait la pro- 
priété fondamentale des courbes C. 

Il enest de méme lorsque l'on considére les droites D passant 
par un point O et qu’on remplace le segment « par un are de 
cercle de centre O, si l’on suppose que le point O ne coincide 
avee aucun des points (% = Gn, y = bn), NE avec aucun point 
de Vensemble dérivé de ensemble formé par ces points. On 
peut cependant, dans toute région du plan, méme si tous les 
potnts de cette région appartiennent a l'ensemble dérivé dont 
nous venons de parler, trouver une infinité non dénombrable 
de points pouvant étre pris pour le point O. On peut aussi 
trouver une infinité non dénombrable de tels potnts sur toute 
courbe C. 
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LA NOTION DE FONCTION D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 


C’est a Cauchy que revient la gloire d’avoir fondé la théorie des 
fonctions d’une variable complexe, en faisant connaitre notamment 
la relation qu’il y a entre le rayon de convergence de la série de 
Taylor et la situation des singularités de la fonction ('). D’ailleurs, 
la comme dans plusieurs autres parties de la Science, Cauchy « 
laissé beaucoup a faire a ses successeurs; mais on a pu dire que 
chaque nouvelle découverte dans la théorie des fonctions ajoute, 
s'il est possible, quelque chose a V’idée que nous avons de son 
génie. Nous ne pouvons faire ici Vhistorique du développement 
immense qu’a pris dans la seconde moitié de ce siécle la Science 
nouvelle créée par Cauchy; contentons-nous de citer les noms 
célébres de Puiseux, Riemann, Weierstrass. L’exposition des 
idées de Riemann trouverait plutét sa place dans des lecons sur 


les fonctions algébriques; nous prendrons pour guide, dans ce: 


Chapitre, les célébres Mémoires réunis par Weierstrass sous le 


(1) Dans une Notice des plus intéressantes sur Weierstrass (Acta mathematica, 
t. XXI), M. Mittag-Leffler parait affirmer que le développement des idées de 
Weierstrass est indépendant des travaux de Cauchy. nous semble qu’il importe 
peu que Weierstrass ait ou n’ait pas connu tel Mémoire particulier de Cauchy ; 
inais il n’est pas douteux qu’a l’époque ou Weierstrass a pu commencer a étudier 
les Mathématiques, Ja notoriété de Cauchy était trop grande, ses travaux déja 
publiés trop numbreux et trop. répandus, pour qu'il fal possible de ne pas 
subir influence de sa pensée. De méme, actuellement, il serait impossible de 
penser sur la théorie des fonctions en faisant abstraction compléte de |l’influence 
de Weierstrass, ne lirait-on pas une seule ligne écrite par lui. La part de Weier- 
strass dans le développement dela théorie est assez grande et assez belle pour 
qu'il soit inutile de chercher a l’angmenter en enlevant a Cauchy le mérile d’avoir 
été 1a, comme sur bien d’autres points, un initiateur et un précurseur. 


| 
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litre commun : Abhandlungen aus der Functionenlehre, en 
tenant compte de divers travaux ultérieurs et notamment de la 


Thése () de M. Painlevé. 


Fonctions analytiques et expressions analytiques. 


L’une des idées fondamentales que nous devons A Weierstrass, 
c’est la distinction précise entre les deux notions de fonction 
analytique et dexpression analytique. Nous sayons déja ce 
qu’on doit entendre, d’aprés Weierstrass; par fonction ana- 
lytique : c’est l'ensemble de tous les éléments @(x2—a) qui se 
déduisent les uns des autres par la méthode du prolongement. 
Quant aux mots expression analytique, ils désignent, dans leur 
sens le plus général, toute expression dont on sait, au moyen 
d’opérations analytiques connues (addition, multiplication, divi- 
sion, intégration définie ou indéfinie, etc.), calculer la valeur 
quand on connatt la valeur de le variable (2). Le nombre des opé- 
rations peut d’ailleurs étre fini ou infini; un exemple de ce dernier 
cas nous est fourni par la considération des séries ou des produits 
infinis. On sait d’ailleurs que, sous des conditions trés larges, une 
expression analytique représente dans un certain domaine une 
fonction analytique (*); d’autre part, toute fonction analytique 
peut étre représentée par une expression analytique (par exemple 
par la série de Taylor, ou par Vintégrale de Cauchy), au moins 
dans une partie de son domaine naturel d’existence. 

Néanmoins, ces deux notions se distinguent nettement, car la 
notion de fonction analytique est plus précise et la notion d’expres- 
sion analytique plus large et en quelque mesure plus naturelle. 
L'importance de la notion de fonction analytique est due surtout 
a ce fait que deux fonctions analytiques ne peuvent coincider le 
long d’un arc de courbe fini sans coincider dans tout leur domaine 


(1) Sur les lignes singuliéres des fonctions analytiques (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, 1888). 

(*) M. Mittag-Leffler adonné parfois, aux mots expression analytique, un 
sens plus étendu que nous n’avons pas cru devoir adopter ici, 

(3) Par exemple, toute série dont les termes sont des fonctions analytiques 
représente une fonction analytique dans uo domaine d’un scul tenant, si elle 
converge uniformément dans ce domaine. = & 


B. 6 
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d’existence ('); au contraire, nous avons vu qu'une expression 
analytique peut avoir des régions diverses de convergence et étre 
nulle dans l’une seulement de ces régions. 

On peut se borner a considérer des fonctions analytiques et les 
définir uniquement par des séries de Taylor; c'est le point de vue 
auquel se place syslématiquement M. Méray; mais on ne peut se 
dissimuler que ce procédé quia, 1] faut le reconnaitre, une trés 
grande heauté théorique, présente des inconvénients considérables. 
D’abord, pour définir une fonction analytique dans tout son 
domaine d’existence, il faut en général une infinité d’éléments 
®(x —a) et chacune de ces séries £(x —a) diverge en des points 
ou Ja fonction existe. Nous avons vu, d’aprés M. Poincaré, que, si 
l'on exclut les points qui forment la frontiére du domaine naturel 
d’existence, on peut se borner a considérer une infinité dénom- 
brable-d’éléments; mais, dans certains cas, la considération de la 
valeur de la fonction ences points peut rendre des services etil est . 
alors nécessaire de considérer une infinité non dénombrable 
d’éléments. 

Enfin, et ce dernier inconvenient est peut-étre le plus grave, le 
développement de Taylor (2 — a) ne met nallement en évidence 
les propriétés essentielles de Ja fonction qu’on éludie, précisé- 
ment parce qu il s’applique a toutes les fonctions. La connaissance 
de son domaine de convergence nous fait connaitre seulement la 
distance au point @ du point singulier le plus voisin, et il est 
extrémement difficiie d’obtenir d’autres renseignements sur la 
fonction par l'étude de son développement de Taylor; c’est seu- 
lement dans des cas extrémement particuliers (?) qu’on peut turer 


(1) Ce théoréme, aisé a démontrer lorsque l’arc de courbe est analytique, 
devient beaucoup plus délicat a seulement énoncer lorsque l’arc de courbe est 
quelconque ct que les fonctions sont définies d’un cété seulement de cet arc. Il 
nous semble qu'il se transforme alors en la proposition suivante due a M. Pain- 
levé ( Thése, p. 28-29) : Etant donnée une fdnction analytique définie dans,une 
aire A, limitée par une courbe C, si cette fonction est nulle sur un arc de C, 
elle est nulle dams A. Dans cet?énoncé la courbe C est un ensemble de points 
tels que le plan se trouve divisé en deux régions A et A’ telles que l’on ne peut 
aller par un chemin continu, d'un point de A a un point de A’, sans que ce 
chemin renferme au moins un point de C; un arc de C se définit d'une maniére 
analogue. 

(7) Citons cependant un théoréme trés remarquable di a M. Hadamard 
(Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. CXXIV, Pp. 1903) 
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quelque chose de cette étude, grace aux brillantes et profondes 
recherches de MM. Hadamard et Fabry. 

Aussi est-il naturel de se poser la question suivante : Etant 
donnée une fonction analytique, peut-on trouver une expression 
analytique gui converge en tout point du domaine naturel 
dexistence de la fonction (‘), et qui représente cette fonction? 
Il est d’abord clair que si l’expression analytique est uniforme, 
c’est-a-dire n’a qu’une valeur pour chaque valeur de la variable, 
elle ne peut représenter qu’une fonction uniforme; il est donc 
naturel de se borner, au moins dans une premiére étude, aux 
fonctions analytiques uniformes (7). D’ailleurs, un remarquable 
théoréme de M. Poincaré (*) nous apprend que, si une variable 
complexe y est une fonction non uniforme de nature quelconque 
d’une variable complexe x, on peut exprimer z et y en fonction 
uniforme d’une méme variable complexe ¢. Les fonctions non 
uniformes sont ainsi ramenées, 4 un certain point de vue, aux 
fonctions uniformes. 

Nous énoncerons donc ainsi, en la restreignant, la question que 
nous posions tout a l’heure : étant donnée une fonction analytique 
uniforme ayant. un domaine naturel d’existence D, absolument 
quelconque, peut-on trouver une expression analytique uniforme, 
qui représente cette fonction en tout point de D? Sous sa forme 
la plus générale, la. question a été résolue pour la premiére fois 
par M. Runge (Acta mathematica, t. V1). Plus récemment, 


qui fait connaltre une refation entre les singularités de développements de Taylor 
tout a fait généraux et liés simplement les uns aux autres. 

(1) Cf. Weterstrass (loc. cit.), Werke, t. II, p. 83... 06 es moglich sei, 
arithmetische, aus der Verdnderlichen x und aus unbestimmten Constanten 
susammengesetste Ausdriicke zu bilden, welche simmtliche Functionen einer 
bestimmten Klasse — und nur diese — darstellen. On voit que la question 
posée par Weierstrass est a la fois moins générale et plus précise que la notre. 

- Nous reviendrons sur ce point a la fin du Chapitre. 

(*). A ma connaissance, le seul résultat général sur la représentation analytique 
dés fonctions anaiytiques non uniformes est di a M. Picard (Mémoire sur les 
fonctions entiérés et Traité d’Analyse, t. 11). M. Picard suppose qu’on est 
dans le voisinage d’un point isolé de non-uniformité. On pourrait évidemment 
étendre beaucoup ce résultat par des méthodes analogues a celles de M. Mittag- 
Leffler que nous citerons bientét; mais cette extension facile serait dépourvue 
d’intérét, A moins qu’on n’obtienne un résultat complétement général, ce qui 
parait exiger des considérations assez délicates et en tout cas trés longues. 

(®) Porncaré, Sur un théoréme de la théorie générale des fonctions ( Bul- 
letin de la Société mathématique de France, t. XI). 
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M. Painlevé en a repris l’étude par des méthodes nouvelles et a 
publié des résultats importants et trés généraux (') (Comptes 
rendus, janvier et février 1898, passim). 

De ces diverses recherches nous retiendrons notamment le 
résultat suivant : On peut trouver, d’une infinité de maniéres, 
une série de fractions rationnelles qui converge absolument et 
uniformément dans tout domaine D! intérieur &@ D et qui 
représente la fonction dans tout le domaine D. La question que 
nous avions posée se trouve ainsi résolue par laffirmative; mais 
les théoremes de M. Runge et de M. Painlevé ne fournissent pas 
seulement la réponse a cette importante question; ils soulévent 
d’aulres questions non moins intéressantes. Du moment, en effet, 
oi l’on est assuré qu'il existe, pour chaque fonction uniforme, 
une infinité d’expressions analytiques uniformes propres 4 la 
représenler dans tout son domaine naturel d’existence, il est 
naturel de chercher 4 choisir parmi ces expressions. Le point de 
vue auquel on devra se placer oe de la citation de Weier- 
strass que nous avons faite tout 4 l’heure : l’expression qu’on 
choisira. doit mettre en évidence le mieux possible les propriétés 
caractéristiques de la fonction, et en particulier ses singularités. 
Lorsque |’ensemble des singularités n’est pas dénombrable, on 
peut penser que la méthode de M. Runge ou celle de M. Painlevé 
les mettent en évidence autant qu’il est possible de le faire. 
On ne peut, en effet, songer a faire figurer explicitement dans 
une expression analytique une infinité non dénombrable de 
singularités; il semble, des lors, que tout ce qu’on peut exiger, 
c'est que l’ensemble & des singularités de la fonction coincide 
avec l’ensemble obtena en adjoignant 4 l’ensemble E des singula- 
rités de l’expression analytique, son ensemble dérivé E’, Mais 
il y a une infinité d’ensembles E ayant cette propriété (que E + E/ 
coincide avec €); dans bien des cas, l'un de ces ensembles E se 
distingue nettement de tous les autres et doit étre regardé comme 
formé des véritables singularités de la fonction, les points de E/ 
n’étant pas singuliers en eux-mémes, si l’on peut ainsi dire, mais 
seulement comme limites de points singuliers. 


a 


(*} Voir la Note de M. Painlevé dans les Lecons sur les fonctions de variable 
reelle et les développements en séries de polynomes (Note de la deuxiéme édition ). 
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Le théoréme de M. Mittag-Leffler. 


Le probleme qui nous occupe a regu depuis longtemps de 
M. Mittag-Leffler une solution moins générale que celle de 
M. Runge ou de M. Painlevé, lesquelles s’appliquent a toutes 
Jes fonctions uniformes, mais bien plus précise dans les cas, 
d’ailleurs trés étendus, ot l’on peut l’utiliser. Indiquons l’un de 
ces cas : soient E l'ensemble des points singuliers d’une fonction 
uniforme, E, ensemble dérivé de E, E, l’ensemble dérivé de 
E,, ..., En,, l'ensemble dérivé de E,, .... S’il existe un nombre p 
tel qu’on ait 

E,=0, 


c’es\-a-dire tel que l'ensemble E, ne renferme aucun point, la 
méthode de M. Mittag-Leffler (‘) s’applique et l’on peut trouver 
une expression analytique quireprésente la fonction en tous les 
points non singuliers et dans laquelle chaque point singulier 
est mis en évidence, ainsi que la nature de la singularité de 
la fonction en ce point. 

Nous ne pouvons étudier en détail la méthode générale de 
M. Mittag-Leffler, mais, en prenant pour exemple le cas parti- 
culier traité par Weierstrass et qui fut l’origine des recherches 
de M. Mittag-Leffler, nous allons chercher 4 préciser dans quelle 
mesure on peut dire que la fonction uniforme est déterminée par 
la connaissance de ses singularités. het 

Considérons, avec Weierstrass, la dérivée logarithmique d’une 
fonction entiére; c’est une fonction uniforme, n’admettant a dis- 
tance finie d’autres singularités que des pdles simples; chaque 
pdle a pour résidu +1 siles zéros de la fonction entiére considérée 
sont simples. 

Donnons-nous une infinité de points 


at, Qe,. e005 Any ee ea, 


et proposons-nous de former une fonction uniforme admettant ces 
points comme péles simples, le résidu de chaque pdle étant +1. 


(*) Sar la représentation analytique des fonctions monogénes uniformes 
d@’une variable indépendante _( Acta mathematica, t. IV). 
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Nous pouvons supposer que les a, sont rangés de maniére que 
leurs modules n’aillent pas en décroissant; il sera d’abord néces- 
saire de supposer que | an | augmente indéfiniment avec n. Cette 
condition étant remplie, si la série 


2 Tact 


est convergente, on peut prendre pour la fonction cherchée 
expression analytique 


(@) Pes Dee 


Mais ce n’est évidemment pas 1a l’expression analytique la plus 
générale répondant a la question; il est clair que, si l’on désigne 
par G(z) une fonction entiére arbitraire, on peut prendre aussi 
bien comme solution l’expression suivante : 


Z2— Aan 


(2) G(z)+)) 


Ainsi, le probléme que nous nous étions posé est indéterminé; 
mais il est aisé de le rendre déterminé en complétant son énoncé : 
il suffit d’exiger que l’expression analytique cherchée soit la 
dérivée logarithmique d’une fonction entiére de genre zéro. 
Dés lors, expression (1) fournit la solution unique de ce nouveau 
probléme (a une constante additive prés). 

Or, en disant que la fonction cherchée était la dérivée loga- 
rithmique d’une fonction de genre zéro, on a fixé en quelque 
mesure la maniére dont elle se comporte a l’infini ('); cela a suffi 
pour la déterminer, grace a cette hypothése préalable, la conver- 


gence de la série 
T 
D2 | 


Si l'on n’avait d’abord supposé cette convergence, on n aurait 
pu arriver aussi simplement a rendre unique la solution du pro- 
bléme. Pour nous rendre compte nettement de ce fait, examinons 


(*) Oa peut rapprocher les considératjons du texte d’une Note que j’ai publide 
sur EsaterRolatign ( Comptes rendus, mars 1897). 
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pes 
[an |? 


étant divergente; une solution particuliére du probléme est alors 
fournie par la série 


Je cas ou la série 


est convergente, la série 


(3) > ASS EE ll ae 
5 Ae aan az wae a? 
et la solution la plus générale, par l’expression analytique 
, 3 : =a lao 
(4) G(s) +) [+ a a? | 


Est-il possible ici, au moyen de conditions supplémentaires, 
relatives 4 la maniére dont la fonction se comporte a l’infini, de 
distinguer parmi Vinfinité des solutions que renferme la for- 
mule (4). Il semble d’abord que la solution (3) se sépare nette- 
ment des autres ; il suffit de changer z en 5— 29 pour constater 
que cette distinction est en partie artificielle. Mais, si nous assu- 
jettissons la fonction cherchée a étre la dérivée logarithmique 
dune fonction entiére de genre p, nous pourrons affirmer 
que G(s) est un polynome de degré au plus égal a p et l’expres- 
sion (4) ne renfermera plus que p +1 constantes arbitraires (dont 
Pune peut étre négligée). Il suffira donc d'avoir, sur la maniére 
dont se comporte Ja fonction a V’infini, des renseignements qui 
permettent d’écrire p relations entre ces constantes inconnues 
pour que la fonction soit entiérement déterminée, 4 une constante 
additive prés. On voit que cette solution est moins satisfaisante 
que dans le cas ou le genre est égal 4 zéro. Mais on peut dire tout 
au moins que, méme si !’on ne cherche pas a préciser compléte- 
ment la solution, la seule hypothése que le genre est p suffit a 
diminuer considérablement l’indétermination, puisqu’il ne sub- 
siste plus que p constantes, au lieu d’une infinite. 

Il n’en est plus du tout de méme lJorsqu’il n’existe pas de 
nombre p tel que la série 

i 
Da |@n ? 
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soil convergente; on sait que, dans ce cas, on est obligé, pour 
avoir une solution du probléme, d’introduire des polynomes dont 
le degré dépasse toute limite; on peut, par exemple, considérer 


expression 
>) I I z ama, 
ee ee eee 7 ); 
Z— Aan an an an 


mais il est aisé de voir qu'il n’y a plus aucune manieére qui ne soit 
artificielle, pour distinguer cette expression de celles qu'on 
obtient en lui ajoutant une fonction entiére arbitraire. Sil est 
possible de déterminer la solution au moyen de conditions supplé-- 
mentaires, c’est bien probablement au moyen de considérations 
compliquées et trés délicates. 

Les difficultés que nous venons de signaler croitraient beaucoup 
sil’on étudiait, au point de vue de la détermination de la fonc- 
tion au moyen de ses singularités, le cas le plus général traité 
par M. Mittag-Leffler, dans le Mémoire que nous avons cité. 
Néanmoins, si l’on peut reprocher & la solution de M. Mittag- 
Leffler le défaut de renfermer un certain arbitraire, et cet arbi- 
traire est peut-étre impossible ou extrémement difficile 4 ne pas 
introduire, on peut dire que les éléments essentiels de la repré- 
sentation analytique sont déterminés par la connaissance des 
singularités de la fonction et ce fait suffit pour distinguer nette- 
ment cette représentation de celle de M. Runge dans laquelle 
les péles des fonctions rationnelles introduites sont a peu prés 
complétement arbitraires ('). Mais cette derniére a, par contre, 
Pavantage d’étre absolument générale. 


Les représentations analytiques connues. 


Pour résumer les résultats acquis sur le probléme de la repré- 
sentation analytique des fonctions uniformes, nous pouvons dire 


(*) La méme objection peut étre faite aux divers développements de M. Pain- 
levé, que nous avons déja cités, Le développement sous forme de produit infini 
paratt étre celui ot les propriétés de !a fonction sont le mieux mises en évidence. 
D’ailleurs, M. Painlevé se proposait un but tout différent du nétre: au lieu de 
rechercher un développement unique, il a cherché, semble-t-il, 4 introduire le 
plus d’arbitraire possible dans sa solution, ce qui peut étre es commode dans 
certaines applications. 
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que nous en connaissons deux solutions completes; l’une est 
fournie par le théoreme de Taylor, l’autre par le théoréme de 
M. Runge (‘). Ces deux solutions ont une trés grande importance 
a cause de leur généralité; mais chacune d’elles a de graves incon- 
vénients dont les principaux sont, pour la série de Taylor, de 
diverger en des régions ot la fonction existe; et, pour la représen- 
tation de M. Runge et celles de M. Painlevé, d’étre possibles d’une 
infinité de maniéres. 

Indépendamment de ces deux solutions générales, on connait 
des représentations analytiques qui ne s’appliquent qu’a des. 
classes particuliéres de fonctions, mais qui, dans les cas ot lon 
peut les employer, sont trés utiles, parce qu’elles mettent en évi- 
dence les propriétés de la fonction. Parmi ces représentations 
particuliéres, Ja plus importante est celle de M. Mittag-Leffler 
dont nous avons déja parle. 

Il est donc naturel de se proposer le probléme suivant : recher- 
cher pour les fonctions uniformes une représentation analytique 
qui mette en évidence leurs propriétés essentielles et qui, pour 
une fonction donnée, soit unique; de telle sorte que Jes expres- 
sions analytiques, égales a zéro dans toute une région du plan, 
sans étre identiquement nulles, soient exclues. On exige de plus 
que l’expression analytique converge dans une région aussi 
étendue que poetule: 

Il semble qu’on ne peut guére espérer résoudre d’un seul coup 
ce probléme pour toutes les fonctions; il est donc nécessaire de 
le restreindre en faisant des hypothéses sur les singularités des 
fonctions étudiées. A cause de la diversité des hypothéses possi- 
bles, il y a a un champ considérable de recherches; c’est a force 
d’étudier des cas particuliers, parmi ceux qui paraissent les plus 
intéressants, qu’on arrivera peut-étre 4 avoir quelques idées sur. 
la solution du probléme général. 

On peut poser la question sous.une forme un peu différente qui 
la fera peut-étre mieux comprendre. 


(‘) Il serait trés aisé de déduire de chacune de ces deux solutions des solu- 
tions de méme nature et ayant respectivement les mémes propriétés; mais ces 
généralisations aisées, qui peuvent peut-étre rendre des services dans la pratique, 
ne EUs pas avoir d’intérét. théorique. 
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On connait, d’une part, des expressions analytiques qui ne 
peuvent représenter zéro sans étre identiquement nulles et qui sont 
susceptibles de représenter des fonctions uniformes; mais, ou bien 
ces expressions analytiques ont un domaine de convergence qui - 
différe du domaine d’existence de la fonction (série de Taylor), 
ou bien elles ne peuvent représenter que des fonctions soumises a 
certaines conditions restrictives (théoreme de M. Mittag-Leffler). 
On connait, d’autre part, des expressions analytiques susceptibles 
de représenter des fonctions uniformes quelconques dans tout leur 
domaine d’existence; mais ces expressions peuvent représenter 
zéro sans étre identiquement nulles (théoréme de M. Runge). 

Le but idéal a atteindre, c’est de trouver une représentation 
réunissant les avantages de la série de Taylor et des séries de 
M. Runge ou de M. Painlevé, sans avoir aucun de leurs inconvé- 
nients, et le but immédiat, c’est de trouver une telle représentation 
pour des classes de fonctions de plus en plus étendues. . 

Nous avons jusqu’ici utilisé la notion de fonction analytique 
sous la forme précise que lui a donnée Weierstrass; il n’est pas 
inutile de remarquer que la solution compléte de notre prabléme 
conduirait probablement a une grande extension de celle nolion 
Ceci pourra étre expliqué plus clairement aprés l'étude un peu 
détaillée de certaines expressions analytiques particuliéres. 


Remarque sur les séries de fractions rationnelles. 


Les expressions analytiques uniformes qui se présentent les 
premiéres sont les séries des fractions rationnelles (').: Soit 


P,,(3) 
Qn(5) 


une telle série; P,(3) et Q, (=) sont des polynomes. Nous suppo- 
sons, bien entendu, qu’il existe au moins une région du plan dans. 


(7) Elles comprennent comme cas particulier les séries de polynomes (et les 


séries de puissances) ; d’ailleurs, en changeant 3 en 


5 une série de-polynomes 


devient une série de fractions rationnelles; elle ne s’en distinguait que par le 
réle spécial du point a linfini. 
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laquelle cette série est convergente; nous supposerons de plus 
qu il existe une région dans laquelle la convergence est absolue 
et uniforme. Cela étant, deux cas sont a distinguer: la série peut 
rester, ou ne pas rester, absolument et uniformément convergente 
lorsqu’on décompose les fractions rationnelles.en éléments simples. 
Nous exclarons le dernier cas : indiquons briévement pour quelles 


raisons. Soit 
A, 
>; (3—ap jin 


la série obtenue aprés la décomposition en éléments simples (‘); 
si cetle série ne converge pas absolument, elle a des valeurs 
différentes lorsqu’on modifie ordre de ses termes; par suite, la 
fonction n’est pas déteri:minée par la connaissance de ces singula- 
rités (les points a,) et de la maniére dont elle se comporte en ces 
points (définie par les coefficients A, et les exposants m,). C'est 
la un premier motif pour ne pas considérer de telles séries. En 
voici un deuxiéme; nous serons amenés tout a l’heure a supposer 
que les valeurs des exposants m, sont inférieures-A un nombre 
fixe; sinon la série pourrait représenter zéro; il est aisé de voir 
que, méme avec cette restriction, en Supposant, par exemple, 
les m, tous égaux a un, on aurait le méme inconvénient si l’on 
ne suppose pas la série absolument convergente. 

En effet, si l’on a une série de fractions rationnelles ayant des 
poles multiples, on peut trouver une série de fractions rauion- 
nelles qui en différe aussi peu qu’on veut (en excluant des 
régions aussi petites qu’on veut autour des péles) et qui n’ait 
que des péles simples. Cette remarque, que je dois a M. Painlevé, 
suffit pour démontrer que l’hypothése de la convergence absolue 
est nécessaire- si l’on veut que la série 4 pdles simples ne puisse 
pas représenter zéro. Mais nous n’insistons pas sur ces considéra- 
tions, en somme accessoires, et seulement destinées a montrer 


que les restrictions que nous faisons ne sont pas purement arbi- 


traires, mais découlent de la maniére dont nous avons posé le 
probléme de la représentation analytique des fonctions uniformes. 


(‘) Oa pourrait avoir, pour une ou plusieurs valeurs de n, a,=@; Tig 
a 


devrait alors étre remplacé par z. 
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Nous supposons donc que la série 


est absolument et uniformément convergente dans au moins une 
région du plan. Les points a,, que nous appelons les péles de 
la série ne sont pas nécessairement lous distincts; l’ordre d’un 
pole a, est le plus grand des exposants my qui lui correspondent. 
Nous exclurons le cas o& cet ordre est infini; on peut, en effet, 
faire alors deux hypothéses trés différentes. Il peut arriver, d’uné 
part, que l’ensemble des termes qui correspondent 4 un méme 

I 
2—a 
dans les développements de M. Mittag-Leffler dont nous avons 
déja parlé et que nous n’avons pas |’intention d’étudier ici. 

I] peut arriver, d’autre part, que l’ensemble des termes qu! 
correspondent au pdle a forme une série qui converge seulement 
a V’extérieur d’un certain cercle a. M. Appell a donné, dans un 
Mémoire déja cité, des exemples de séries de ce genre, avec trois 
péles, et représentant zéro dans une région du plan, et un dans 
une autre région. C’est une raison suffisante pour exclure ces 
séries de nos considérations. 

Nous supposons done non seulement que la série est absolu- 
ment et uniformément convergente, mais encore que l’ordre de 
chaque pdéle est fini. La se bornent les hypothéses restrictives 
rendues indispensables par Ja nature du probléme 4 résoudre (*). 
Nous allons malheureusement étre obligés de faire d’autres hypo- 
théses, d’un caractére plus arbitraire, et justifiées seulement par 
le désir d’obtenir des résultats simples. Mais nous avons tenu a les 
distinguer nettement des précédentes (?). 


pole @ constitue une fonction entiére de ; cest ce qui a lieu 


(1) On pourrait sans doute montrer aisément qu’il est nécessaire, au méme 
point de vue, de supposer que les ordres des divers pdles sont tous inférieurs a 
un nombre fixe: ce n’est pas une conséquence du fait que chacun de ces ordres: 
est fini. Mais ce point nous semble trés peu important. 

{?) Les restrictions que nous allons introduire ne sont évidemment pas les 
seules qui conduisent a des résultats simples ; i! est évidemment aisé d’en trouver 


d'autres; il semble qu’il le soit beaucoup moins de les trouver ¢outes et surtout 
de les étudier méthodiquement. 
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Etude de certaines séries de fractions simples. 


Les hypothéses restrictives peuvent porter, soit sur les péles an 
soit sur les coefficients A,, soit enfin sur les uns et sur les autres. 
Nous allons ici, pour fixer les idées, ne faire aucune hypothése 
sur les points ay; leur distribution dans le plan pourra étre abso- 
lument quelconque (‘); mais nous serons amenés a imposer des 
restrictions considérables aux exposants m, et aux coefficients Aj. 
On pourrait, au contraire, en faisant certaines restrictions sur la 
distribution des az, obtenir des résultats (?) avec moins de restric- 
tions sur les A, et les m,. Mais notre but ici est moins d’atteindre 
une grande généralité que de montrer comment on peut obtenir 
des résultats précis avec des hypothéses, en somme assez larges. 
Nous supposerons tous les exposants m, égaux a Vunité; nous 
considérons donc la série 

pe 
Bien 


et nous supposons, en outre, quona(*) 


lim V A, = 0. 


ea) 


(1) On suppose cependant qu’il existe des aires ne renfermant aucun point a,,; 
sinon il ne pourrait pas exister des aires en tous les points desquelles la série 
soit convergente. 

(*) Voir, par exemple, E. Boret, Sur quelques points de la théorie des fonc- 
tions, premiére Partie (Annales de l’Ecole Normale, 1895). 

(3) Cette hypothése est identique a la suivante; la série 


SA,Z” 
aun rayon de convergence infini; c’est une fonction entiére de Z. On peut 


remarquer que nous avons été amenés par la considération de résultats de 
M. Appell, a faire une hypothése analogue a propos des séries de la forme 


(1) SL 50 sees cesaab 


‘si aucune des trois séries 
=A,Z", =B,Z", =EC,Z° 


n’avait un rayon de conyergence infini, la série (1) pourrait représenter zero 
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Enfin, rappelons que l'ensemble des ay, est absolument quel- 
conque, mais que cependant il n’est pas dense dans tout le 
plan; 7 existe, par suite, des aires ne renfermant pas de points a, 
et dans chacune desquelles la série définit une fonction analytique. 
Mais, dans des régions de convergence séparées, les deux fonc-_ 
tions analytiques ainsi définies n’ont a@ priori aucune relation 
entre elles ('); nous allons démontrer que si la somme de Ia série 
est identiquement nulle dans une région du plan, elle est nulle 
dans toute région ot elle converge : ce qui est une des propriétés 
caractéristiques des séries de Taylor. 

Pour démontrer cette proposition nous remarquerons d’abord 
que sil’on pose. - 


gS Bas z 
nya 8 (a6 By #0), 
{Qn + 0 
ona 
pees _ (ad — By) (2'—aj,) 
6 (yal, +8) (Ye +8)’ 
et 


dans une de ses régions de convergence et un dans l'autre. Il est curieux qu’on 
soit amené a faire la méme restriction sur les coefficients de la série 


== 
Ys 


(') Si Pon a une région dans laquelle il n’y a pas de point @ et que cette 
région soit limitée par une courbe fermée dont tous les points appartiennent a 
VYensemble dérivé de l'ensemble des points a, on ne doit pas regarder comme 
évident que cette ligne est une limite naturelle de ia fonction analytique égale 
a la série dans la région considérée. Ce point r’est méme pas aisé a démontrer 
dans le cas général [on peut consulter a ce sujet le Mémoire déja cité en Note 
(p-93)]; mais il est facile de voir que les cas dans lesquels il n’en serait pas 
ainsi, doivent étre regardés comme exceptionnels et il me paratt méme possible 
de démontrer que ces cas ne peuvent se présenter avec les restrictions faites ici 
sur les A,. Mais l'étude détaillée de ces questions exigerait de longs développe- 
ments dont ce n’est pas ici le lieu. Nous tenons surtout a faire voir qu’on peut 
obtenir certains résultats sans aucune hy pothése sur les a, 


que sur ceux de la série 


\ 
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en posant 
kes, An(Yan+ 6)? 
1. 25 — Sy 
Boo hy Y(YAn +8) 
i a BY 


On peut écrire enfin: 


AR A’ 
= = BS pee BU 
2) ere epee wear 


en posant 
BE S'B;. 


L’égalité (1) exprime que da fonction considérée conserve sa 
JSorme par une transformation homographique ('). Par suite, 
s'il existe deux régions séparées dans lesquelles la série soit con- 
vergente, si l’on désigne par c et d deux points appartenant 
respectivement a ces régions, il suffira de poser 


~ ons <4. 


pour que la série transformée en 3! soit convergente dans le voisi- 


nage des points s'=o0 et 5'= 0, c’est-a-dire 4 l’intérieur d’un 


cercle de rayon assez petit et a l’extérieur d’un cercle de rayon 


assez grand. D’ailleurs, entre ces deux cercles, la distribution des 
points a, est quelconque. Reprenant les anciennes notations, nous 
considérons une série de la forme 


i B+, 


les points @ étant tous compris 4 l’intérieur d’une couronne circu- 
laire ayant pour centre le point s = 0. Quant aux A, nous suppo- 
sons simplement pour l'instant que la série Z| Ap est convergente ; 
nous introduirons seulement tout & l'heure les autres hypothéses 
que nous avons faites a leur sujet. 

Nous nous proposons, étant admis que le développement en 
série de Taylor de la fonction proposée a l’intérieur du petit 


(1) On voit aisément que les conditions de convergence supposées pour les A, 
4 ne : . (> Saag K i 
eri | s=- ; C’est 
sont strement vérifiées pour les Aj,, Si le point : n'est pas un point @,; ¢’e 


bien e€ qui a lieu dans l’application que nous ferons dans un instant. — 
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cercle de la couronne est identiquement nul ('), de chercher ce 
qu’on en peut conclure pour le développement a Vextérieur du 


grand cercle. Posons’ ~ 
3 | Ap| = &a; 


n+1 


ie as . 
en désigne l’erreur qu'on commet en s’arrétant au n'*™* terme 
dans le calcul de la somme des modules des A. 

Cela étant, nous avons, en désignant par zx, l’inverse des ap, 


pH=o 
pane’ = DOS AA = ave zp-1 
An—& I— 2n3 > hd 
p=} 


a= @ C= 


Ss a > D Anzgers 


n=1 p=1 


et, par suite, 


Nous avons donc, par hypothése (?), quel que soit py 


(1) ZA,zP =0 (Gor 16 Deserta) 


Désignons par = rob a les rayons des deux cercles qui limitent la 
couronne; ona 
8 < | rel <2 


et, par suite, 
Bs h=o@ 


Sy Anee | < Ep aP. 
4 
i 


| h=n+1 


Nous avons donc, 4, ayant un module inférieur a |’ unité, 
A, 2; + Agate +... + Anxn = 9, Hen, 
Ayxi+ A, xr3—. or AG Qo ae, 
A, 7h+ Aore+... + Ane? =6,a% ey. 
Posons 


(2 — #4) (2 — Ze) .0.(L— LA) = OH Ujwr1 4 Uy EM-2F +... + Up. 


(1) C’est évidemment une conséquence immediate du fait que la somme de la 
série est nulle dans une région intérieure au petit cercle. 

(*) Dans le cas o B n’est pas nul, la relation n’est pas vérifiée pour p =1. 
Mais on voit aisément que-ce point n’a aucune importance, 
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Nous conclurons facilement de ce qui précéde qu’en désignant 
par c, lasomme A,+ A3+...+A,0na 


én[8,a"+ uy, Chas an—i =i Ug Ons ar—2 


che U39n—3a"-3 +, et Un—104a] + UntTn = O. 


Or on-a visiblement 
| Un | = Qn, 
[Ona + uy, 0, -1a2—-2-+...+ Un-10;a| <a” 
+ | uy] a%-24+--. 4+ | Uni] a+ | unl. 


Or le second membre de cette inégalité est évidemment infé- 
rieur a 


(a+ [a) (a+ re})...(2 +] an|)< (2%). 


Nous avons donc finalement 


© nr 
|enl<en (3) . 


Donc, si nous supposons qu’on ait 
A DONT, 
(2) lim en (=) =20, 
n=e eC) 


la série A, + A,+...+4+A,+... aura pour somme zéro. Dans 
ces conditions nous démontrerons absolument de méme que la 
série 


: A ; 
a pour somme zéro; il suffit, en effet, de poser = = AY, et de rai- 
Pp 
sonner sur les A’ comme nous yenons de le faire sur les A, les ¢ 


seront multipliés par un facteur compris entre « et 8, et la con- 
dition (2) continuera a étre vérifiée. Nous démontrerons donc 
que, quel que soit A, ona 


Il en résulte que le développement de la série 


An 
Y TSS H SY 
an—s 
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suivant les puissances décroissantes de z, développement valable 
pour Jes points extérieurs 4 la couronne considérée, est identi- 
quement nul. 

Il est clair que la condition (1) est vérifiée si le rayon de con- 


vergence de la série 
x An / 55, 


ie » 2% ese 
est Superieur a ay Or nous avons supposé cette série conver- 


gente dans tout le plan de la variable Z. ll est alors aisé de voir 
que Ja fonction 


t An 
CO PO rare 


ne peut pas étre nulle dans une portion du plan ou elle est holo- 
morphe sans étre nulle dans tout Je plan. En effet, soient C, et C, 
deux contours a |’intérieur desquels elle est holomorphe, et C’ un 
contour assez grand pour ne renlermer 4 son exlérieur aucun 
point a. Nous tracerons deux cercles concentriques, l’un extérieur 
a C,, autre extérieur a C’ et deux autres cercles concentriques, — 
Pun intérieur 4 (3, autre extérieur 4 C’. D’aprés ce que nous: 
avons vu, la fonction supposée nulle 4 Vintérieur de C,, par 
exemple, Je sera a l’extérieur de C’ et, par suite, a |’intérieur 
de C,; ce qu’il fallait établir. 


Propriétés essentielles des séries étudiées. — Conclusion. 


Ces resultats s’étendent sans difficulté au cas ou les termes de 
Ja série sont d’un méme degré différent du premier; il suffit, en 
effet, d’une intégration ou de plusieurs intégrations successives 
pour rentrer dans le cas que nous venons de traiter; on voit aisé- 
ment que les constantes introduites par |’intégration sont nulles, 
car on pourrait évidemment conclure de ce qui précéde que la 
série (2) ne peut pas étre égale 4 un polynome en z. Cela revient, 
en effet, 4 supposer que les relations (1) ne sont vérifiées qu’a 
partir d’une certaine valeur de p; la démonstration en est a peine 
modifiée. 

Nous avons tenu a donner cette démonstration parce qu'elle 
donne un exemple des procédés qu’on peut employer pour étu- 


< 
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dier la série considérée lorsque les a sont quelconques; mais la 

roposition elle-méme que nous avons démontrée nous parait 
prop q p 
beaucoup moins importante que la suivante : 


On peut tracer dans toutes les régions du plan une infinité 
non dénombrable de courbes sur lesquelles la série est abso- 
lument et untformément convergente, ainsi que toutes ses 
dérivées. 

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence immédiate des 
théorémes du Chapitre précédent ('); nous renvoyons 4 ce Cha- 
pitre pour ce qui concerne l’infinité des courbes considérées. 

Remarquons simplement que, sur chacune de ces courbes C, la 
_ série représente une fonction continue, admettant des dérivées de 
tous les ordres, qui sont représentées par les séries dérivées. Il en 


(') En effet, les modules des termes des diverses dérivées dela série considérée 
sont de la forme 
| A,, | 
Pp 
a: 


[(e#—e,?+(r—3§,)7] 


pour la dérivée d’ordre p —1, en posant a,=a,+28,. D’ailleurs, l’hypothése 


lim VA, =0 
rn=@ 
peut s’écrire 
lim n 1 oF: 
r=@ | A, | 


c’est-a-dire qu’on a, 4 partir d’une certaine yaleur de n, 
log = es Son 
[Amos 

Sug sereay 

I 2 

[Ta] 


nl 


et la série 


est convergente, car elle a ses termes, au moins a partir d’un certain rang, res- 
pectivement plus petits que ceux de la série convergente 


I 
nt 
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résulte qu’en un point ot se croisent des courbes C, en nombre 
fini ou infini, Ja dérivée de la fonction est la méme, quelle que 
soit la courbe C sur laquelle on se déplace. 

Citons une autre conséquence du fait que la série 


ple 


est absolument et uniformément convergente sur une courbe C. 

On peut, le Jong de Ja courbe C, intégrer la série terme a terme 
et son intégrale est absolument et uniformément convergente el 
représente l’intégrale de 1a fonction. On en conclut le théoréme 
suivant, qu’on peut considérer comme presque évident, mais qui 
ne semble pas aisé 4 démontrer directement: « Si l'ensemble des a 
est dense a |’intérieur d’une aire, il est impossible que, dans un 
espace E aussi petit qu’on veut de cette aire, les valeurs que 
prend la fonction sur les diverses courbes C qu’on peut tracer 
dans cet espace E coincident avec les valeurs d’une fonction holo- 
morphe sur ces mémes courbes C ». En effet, l’intégrale de la fonc- 
tion le long d’un contour fermé quelconque compris a l’intérieur. 
de cette aire serait nulle; on en conclurait que la somme des 
résidus A, de la fonction relatifs aux poles compris 4 l’intérieur 
de ce contour serait nulle. Or, on peut tracer un contour tel 
que C, aussi voisin qu'on veut d’un contour quelconque donné 
a Vavance; de ce fait et de celui que la série des modules des A 
est convergente, on conclut immédialement que tous les résidus 
sont nuls, c’est-a-dire que Ja série est identiquement nulle. 

Mais nous n’insistons pas sur ces propriétés que |’on pourrait 
multiplier; nous voulions seulement montrer comment on pou- 
vait introduire dans le calcul des expressions analytiques dont 
les valeurs, en des régions diverses de convergence, soient liées 
simplement entre elles. Il semble, dés lors, qu’on puisse songer 
a étendre la définition donnée par Weierstrass de la fonction 
analy téque et regarder dans certains cas, comme étant la méme 
fonction, des fonctions analytiques ayant des domaines d’exis- 
tence séparés. Mais il nécessaire pour cela de faire des restrictions 
sur la nature des expressions analytiques que l'on consideére, 
et c’est parce qu’il n’a voulu faire aucune restriction de ce genre 
que Weierstrass a résolu par Ja négative la question qu’il avait 
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posée sous la forme suivante : Hs war daher der Gedanke 
nicht absuweisen, ob nicht tiberhaupt in dem Falle, wo ein 
arithmetischer Ausdruck F(x) in verschiedenen Teilen 
seines Geltungsbereichs verschiedene monogene Functionen 
der compleren Verdnderlichen x darstellt, unter diesen ein 
nothwendiger Zusammenhang bestehe, der bewirke, dass 
durch die Eigenschaften der einen auch die Eigenschaften 
der andern bestimmt seien. Ware dies der Fall, so wiirde es 
daraus folgen, dass der Begriff der monogenen Function 
erwettert werden miisste. (Wetenstrass, Werke, t. Il, p. 212.) 

Il serait. nécessaire de parler aussi d’une objection faite par 
M. Poincaré aux tentatives de prolongement d’une fonction au 
dela d’une ligne singuliére fermée; nous renverrons pour ce point 
au Mémoire déja cité en note (p. 93). Contentons-nous de 
dire que les arguments de M. Poincaré sont irréprochables, si 
lon ne fait aucune restriction sur la nature des expressions 
analytiques qu’on considére; or nous avons insisté a diverses 
reprises sur la nécessité qu’il y avait, a notre point de vue, a 
faire de telles restrictions. Notre désaccord avec M. Poincaré 
n’est donc qu’apparent; il provient de ce que nous avons étudié 
deux problémes, en apparence identiques, mais en réalité diffé- 
rents. 

Il ne nous est pas possible de donner a ce Chapitre une con- 
clusion décisive et définitive; car, 4 notre avis, la question qui y 
est examinée n’est pas entiérement résolue et appelle de nouvelles 
recherches. Nous serions satisfait si nous avions convaincu nos 
leeteurs que, ni les travaux fondamentaux de Weierstrass, ni les 
travaux ultérieurs de MM. Mittag-Leffler, Appell, Poincaré, 
Runge, Painlevé, ne résolvent entiérement la question des rap- 
ports entre la notion de fonction analytique et d’expression ana- 
lytique. On peut méme dire, sans exagération, que |]’étude et 
la classification des expressions analytiques, non susceptibles de 
représenter zéro sans étre identiquement nulles, est encore a 
faire 4 peu prés entiérement (‘). 


(') Pour le développement des idées de ce Chapitre, voir mes Lecons sur les 
fonctions monogénes uniformes d’une variable complexe (Gauthier-Villars, 
1919). (Note de la deuxriéme édition.) 
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NOTE I. 


LA NOTION DES. PUISSANCES. 


I. — L'égalité et Vinégalité des puissance. 


Nous avons dit que deux ensembles ont méme puissance, lorsqu’on 
peut établir entre leurs éléments une correspondance univoque et réci- 
proque ; mais nous nous sommes contentés de considérer, d’une part, des 
ensembles dénombrables ou de premiére puissance ; d’autre part, des 
ensembles ayant la puissance du continu; c’est-a-dire que nous avons 
toujours comparé les puissances a des puissances données (ou considérées 
comme telles). Dans l’étude sommaire que nous allons faire de la notion 
générale de puissance, nous procéderons de méme, en ce sens que nous 
ne séparerons jamais la notion abstraite de puissance de la notion plus 
concréte d’ensemble et que nous ne chercherons pas a concevoir la puis- 
sance en sot, indépendamment de tout ensemble possédant cette puis- 
sance (1). 

Etant donnés deux ensembles A et B, nous désignerons par A, une 
partie aliquote quelconque de A, c’est-a-dire un ensemble comprenant 
uniquement des éléments de A, mais ne-les comprenant pas tous; de 
méme B, désignera une partie aliquote quelconque de B. Cela étant, si 
lon compare A et B, quatre cas sont logiquement possibles et s’excluent 
réciproquement : 


1° Il existe un Ay ayant méme puissance que B, et il n’existe pas 
de B, ayant méme puissance que A. 

2° Il nexiste pas de A, ayant méme puissance que B, et il existe 
un B; ayant méme puissance que A. 

3° Il existe un A, ayant méme puissance que B et aussi un By, ayant 
méme puissance que A, 

4° Il wexiste ni un A, ayant méme puissance que B, ni un By ayant 
méme puissance que A. 


(‘) D’aprés M. G. Cantor, [a notion de puissance s’obtient en partant de Vidée 
d’ensemble, par une double abstraction : abstraction de l’ordre et de la nature 
des objets. Mais il ne nous semble pas que cette remarque suffise pour permettre 
de raisonner sur Jes puissances indépendamment de tout substratum. 
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Les deux premiers cas ne différent que par l’échange de A et de B; 
dans le premier cas, on dit que la puissance de A est supérieure a celle 
de B et dans le second que la puissance de B est supérieure a celle de A. 
On démontre d’ailleurs trés aisément(!) que sila puissance d'un ensemble C 
est égale ou inférieure a celle d'un ensemble B, laquelle est égale ou infé- 
rieure a celle d’un ensemble A, la puissance de C est égale ou inférieure 
a celle de A, l’égalité n’ayant lieu que si Jes puissances de A et de C sont 
toutes deux égales a celles de B. 

D'autre part, il est clain que ces deux premiers cas, non seulement sont 
logiquement possibles, mais sont réellement possibles; il suffit de prendre, 
pour l'un des ensembles, un ensemble dénombrable et, pour V’autre, un 
ensemble ayant la puissance du continu. 

On peut aussi donner des exemples du troisiéme et du quatriéme cas. 
Pour le troisiéme, il suffit de prendre, pour A et B, deux. ensembles infi- 
nis ayant méme puissance ; nous sayons, en effet (p. 13), qu’on peut, en 
retranchant de A, par exemple, un ensemble dénombrable, obtenir un 
ensemble Ay, qui est une partie aliquote de A et qui a méme puissance 
que A, c’est-a-dire méme puissance que B. On obtiendrait de méme un 
ensemble B,; ayant méme puissance que B. 

Le quatriéme cas, enfin, se présente lorsqu’on a deux ensembles com- 
posés d’un méme nombre fini d’éléments. Il est clair, en effet, qu’une 
partie aliquote quelconque de l’un deux ne saurait avoir méme puissance 
que l’autre. 

La question qui se pose maintenant est la suivante : 


Lorsqu’on est dans l’un des deux derniers cas, peut-on ajffirmer que 
les deux ensembles A et B ont méme puissance (?)? 


Nous allons démontrer qu’il en est ainsi dans le troisiéme cas; mais, 
dans le quatriéme cas, nous ne savons rien. C’est une question qu’il serait 
trés important de résoudre; car, si on la résout par l’affirmative, dans le 
quatriéme cas comme dans le troisiéme, on pourra affirmer que, deux 
ensembles quelconques étant donnés, ou bien iJs ont méme puissance, ou 
bien la puissance de l'un est supérieure a celle de l’autre, au sens precis 
que nous ayons donné a ces mots. Si, au contraire, ce quatriéme cas se 
résout par la négative, il pourra exister deux ensembles A et B tels qu’il 
soit impossible de comparer leurs puissances : la puissance de A ne 
pourra étre dite ni égalc, ni supérieure, ni inférieure a celle de B (%). 


(1) Il\suffit de se servir du procédé de projection que nous expliquons a la 
page suivante. 

(3) TPailleurs si ’on admet ce point, on prouvera aisément que, dans le troi- 
siéme cas, les ensembles renferment une infinité d’éléments et dans le quatriéme 


“ut nombre fini. 


(*) Ces difficultés, dont j’avais vainement cherché la solution dans les: publica- 
tions de M. G. Cantor, m’avaient, a diverses reprises, vivement préoccupé, et. 
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Tout en souhaitant vivement que cette question importante s’éclaircisse, 
il nous parait bien difficile qu’on puisse tirer une démonstration précise 
et rigoureuse des hypothéses purement négatives du quatriéme cas, si on 
laisse 4 Vidée d’ensemble toute sa généralité, C’est pour cette raison que 
nous n’avons pas cru devoir donner de place ici aux travaux de 
M. C. Cantor sur la numération des puissances, car il nous a semblé 
qu’on ne pouvait actuellement batir une telle numération sur une base 
absolument sare. Mais nous sommes loin de méconnaitre l’importance de 
ces recherches, car, en dehors de leur intérét philosophique et méme si 
elles n’aboutissent pas a leur but idéal, elles peuvent rendre de trés grands 
services. Par exemple, nous aurons a nous servir bientét (p. 127) du théo- 
réme que nous allons maintenant démontrer : Dans le troisiéme cas les 
puissances de A et de B sont égales. Rappelons que les hypothéses, dans 
ce troisiéme cas, sont les suivantes : 

I] existe une partie aliquote A;, de'A, qui a méme puissance que B et il 
existe une partie aliquote B;, de B, qui a méme puissance que A. I] faut 
prouver que A a méme puissance que B. 

Les ensembles B et A; ayant méme puissance, il existe une projection 
de B sur Ay, c’est-a-dire une loi d’aprés laquelle les éléments de B et 

‘de A; se correspondent d’une maniére univoque et réciproque. II existe 
méme une infinité de telles projections; mais nous en choisissons une 
- bien déterminée. [{l est clair que, par une telle projection, a toute partie 
aliquote de B correspond une partie aliquote de A,; soit A, la partie ali- 
quote de A; qui correspond ainsi a By; A, a, d’aprés la définition méme 
de la puissance, méme puissance que B, et, par suite, méme puissance 
que A. D’ailleurs, A, est une partie aliquote de Ay, quit est lui-méme 
une partie aliquote de A. Tout revient a dire que, A, ayant méme puis- 
sance que A, A; @ aussi méme puissance que A (car Ba méme puissance 
que A;). 

Par hypothése A, a méme puissance que A; choisissons une projection 
déterminée de A sur Az; A, qui est une partie aliquote de A deviendra une 
partie aliquote A; de As, et Ag qui est une partie aliquote de A, deviendra 
une partie aliquote A, de A;. C’est ce que nous indiquons sur la figure 


ayant eu l’honneur de faire la connaissance de M. G. Cantor au Congrés de 
Zurich (aout 1897), je m’empressai de les lui scumettre. Il voulut bien m’in- 
diquer, pour le troisiéme cas, le théoréme que nous venons d’énoncer et dont la 
démonstration términe ce paragraphe; cette démonstration inédite est due a 
M. Félix Bernstein et a été donnée peur la premiére fois dans Je séminaire de 
M. G. Cantor, a Halle. Quant au théoréme lui-méme, M. G. Cantor le considére 
comme exact depuis fort longtemps; il a bien voulu me communiquer verbale- 
ment que son sentiment est le mémeé au sujet du quatriéme cas; j’indique dans 
le texte les raisons qui ne me permettent pas de partager entiérement sa maniére 
de voir sur ce dernier point. Qu’il me soit permis de remercier vivement M. G. 


Cantor de Vobligeance avec laqueile il m’a communiqué les renseignements qui 
précédent et m’a autorisé a les publier ici. 
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schématique ci-dessous, ou la projection de A sur Ag est une transforma- 
tion homothétique. D’ailleurs A; a méme puissance que A; et A, méme 
puissance que A, et que A. Si nous projyetons A sur A,, Ay et A seront 
projetés suivant A; et Ag; A; sera une partie aliquote de A, et aura méme 


Fig. 2. 


A 


puissance que A, et A;; A, sera une partie [aliquote de A; et aura méme 
puissance que Ay, A>, A,. En continuant ainsi, on formera une suite d’en- 


sembles 
A, A;, As, As, A,, SEereny 


tels que chacun d’eux est une partie aliquote du précédent et tels de plus 
que tous les ensembles d’indice pair ont méme puissance que A et tous les 
ensembles d’indice impair méme puissance que Ay. 

D’ailleurs cette suite se prolonge indéfiniment, c’est-a-dire que l’en- 
semble A, est défini, quel que soit l’entier 7; il renferme d’ailleurs sure- 
. ment des éléments, puisqu’il a méme puissatice que A ou que Ay, suivant 
que n est pair ou impair. 

Considérons maintenant (1) l'ensemble D formé des éléments communs 


(!) En introduisant l’ensemble, D, je modifie |Jégerement la démonstration que 
M. G. Cantor m’avait communiquée (voir Note de la page 104), afin d’éviter l’intro- 
duction des nombres transfinis. Cette modification est d’ailleurs sans importance. 
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a tous les ensembles A, Ay, Ao, .-., An, --.. Get ensemble D peut dailleurs © 

. ’ , 
ne renfermer aucun élément. I est clair que cet ensemble D peut s’obtenir 
en retranchant successivement de A les ensembles 


A—A,, Ay—A,, Ag—A3, .--, An—Anti, - 
Nous pouvons donc écrire 
A=D+(A— A1)+ (Ai— Az) + (A2— As) +.- 


et chacun des symboles entre parenthéses désigne un ensemble déterminé, 
puisque A,+1 est une partie aliquote de A,. On peut écrire de méme 


A,= D+ (A,— Az) + (A,— A3) +(A3 — Ay) +...- 


Il est maintenant aisé de démontrer que les ensembles A et A, ont méme 
puissance; il suffit de remarquer qu’on peut les regarder comme formés 
d’une infinité dénombrable d’ensembles ayant deux 4 deux méme puis- 
sance. Il résulte, en effet, du mode de projection par lequel on a obienv 
les ensembles A3, Ay, ... que A — Ay a méme puissance que A, — A;, que 
A,—As, que A,— Az, .... De méme, les ensembles A,y— As, Az3— Ay, - 
As— Ag, ... ont tous méme puissance. II suffit, dés lors, d’écrire l’expres- 
sion de A, sous la forme 


Ay= D+(A,—A3)-+(A1— Az) +(A,—As)+(As—Aa)+(As— Ar) +--+ 


pour reconnaitre que chacun des termes de cette série a méme puissance 
que le terme de méme rang de la série qui définit A. 

Le théoréme est donc démontré (1). Nous en feroms surtout usage sous 
la forme suivante : Lorsqu’une partie aliquote de A aura méme puissance 
que B, nous dirons que la puissance de A est inférieure ou égale a celle 
de B et que la puissance de B est supérieure ou égale a celle de A. Dés 
lors, lorsque nous aurons pu démontrer que Ja puissance d’un ensemble A 
est @ la fois supérieure ou égale et inférieure ou égale a celle d’un 


(1) Il importede sigualer une grave erreur qui pourrait étre suggérée par la 
démonstration précédente. Nous avons vu que A— A, et A,— A, avaient méme 
puissance, a cause de Ia projection au moyen de laquelle nous avions obtenu A, ; 
mais ce h’est nullement une conséquence du fait que A, a méme puissance 
que Aet A, méme puissance que A,. Il est aisé de s’assurer que, deux ensembles A 
et B ayant méme puissance, et leurs parties aliquotes respectives A, et B, ayant 
‘aussi méme puissance, on n’en peut rien conclure pour A—A, et B—B.,. Il 
suffit de prendre, par exemple, pour Al’ensemble des points compris entre o et 2, 
pour B l’ensemble des pcints compris entre o et 1, et pour A,, ainsi que pour B,, 
Vensemble des points d’abscisses incommensurables compris entre o et 1. L’en- 
semble A —A, a alors la puissance du continu, tandis que l'ensemble B — B, est 
dénombrable. On aurait pu d’ailleurs supposer aussi A, et B, tous deux identiques 
a B. 
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ensemble B, nous pourrons affirmer qu’elle lui est égale. Sous cette 
forme, le théoréme parait évident; mais il importe de remarquer que s’il 
n’avait pas été préalablement démontré, il n’edt pas été légitime d’intro- 
duire ce langage. 


II. — La formation d’ensembles ayant des puissances 
de plus en plus grandes. 


On pourrait se demander si tous les ensembles n’ont pas, ou bien la 
puissance des ensembles’ dénombrables, ou bien la puissance du continu 
et, s'il en était ainsi, l’utilité pratique, sinon l’intérét théorique des re- 
cherches sur les puissances en général serait singuliérement diminuée. 
Nous allons voir qu’on peut, par une méthode due aM. G. Cantor, dé finir 
des ensembles ayant des puissances de plus en plus grandes; nous recher- 
cherons ensuite, a la fin de ce paragraphe, si l’on peut concevoir de tels 
ensembles. 

Indiquons d’abord comment on peut définir un ensemble ayant une 
puissance supérieure a celle d’un ensemble donné E. Désignons par x un, 
élément quelconque de E et par f(z) une fonction de [élément z, ne pou- 
vant prendre que lune des deux valeurs o et 1. Cette fonction est 
d’ailleurs définie d’une maniére déterminée pour chaque élément de E. Je 
dis que l'ensemble F formé par toutes les fonctions telles que f(a) a une 
puissance supérieure a la puissance de E. Bien entendu, deux fonctions f(x) 
sont regardées comme distinctes si elles n’ont pas la méme valeur pour 
tous les éléments de E. 

Montrons d’abord qu’on peut trouver une partie aliquote F, de F ayant 
méme puissance que E. II suffit de faire correspondre a chaque élément x 
de E la fonction f(x) qui prend la valeur o pour cet élément z ect la va- 
leur pour tous les autres éléments de E. L’ensemble de ces fonctions f(x), 
qui sont toutes distinctes, constitue une partie aliquote F,; qui a méme 
puissance que E. Donc la puissance de F est supérieure ou égale a celle 
de E; il nous suffit de faire voir qu’elle ne lui est pas égale, pour que nous 
soyons assurés qu’elle lui est supérieure. C’est la une conséquence des 
définitions et théorémes du paragraphe précédent. 

Si l'ensemble F a une méme puissance que l’ensemble E, nous pouvons 
désigner par f,(x) la fonction qui correspond a un élément y de F et, siy 
est un élément quelconque de E, le symbole f,(x) pourra représenter un 
élément quelconque de F. Or, nous allons faire voir qu’il existe une fonc- 
tion f(x) distincte de toutes les fonctions f,(x); il suffit de considérer la 
fonction f(z) définie par les inégalités 


f(z) A fal), 


dans lesquelles z est un élément quelconque de E. Ces inégalités défi- 
nissent complétement la fonction f(z), car sa valeur pour un élément 
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quelconque a de E ne pouvant étre que o ou 1, elle est connue, si l’on sait: 
qu'elle n’est pas égale a fx(x) qui ne peut étre aussi que o ou 1. Or, il est 
clair que la fonction f(a) ainsi définie n’est égale 4 aucune des fonctions 
Fy(x); car, si fy(#) est l'une de ces fonctions, la fonction f(#) ne prend 
pas la méme valeur pour 7 = y, car ona 


SYA Sy) 


Donc, la puissance de F n’est pas égale a la puissance de E; done elle lui 
est supérieure. 

I] est aisé de voir que, si l’on prend pour ensemble E un ensemble dé- 
nombrable, l'ensemble F a la puissance du continu; car, si a chacun des 
nombres 0, 1, 2, ..., m,..- on fait correspondre Ja valeur o ou 1, on peut 
représenter cette correspondance par une fraction « décimale » 


O,IOILIOOL... 


supposée écrite dans le systéme de numération binaire. Nos lecteurs aché- 
veront aisément le raisonnement a l’aide.des principes posés dans le Cha- 
pitre I. Ils reconnaitront, en particulier, que le cas ou, a partir d’un 
certain rang, tous les chiffres « décimaux » seraient égaux 4 1, donne lieu 
a une. difficulté aisée a écarter. 

Si l'ensemble E a la puissance du continu, on peut dire que l'ensemble F 
est, par exemple, l’ensemble des fonctions discontinues d’une variable 
réelle, prenant seulement J’une des deux valeurs 0 ou y. Cet ensemble a 
une puissance supérieure a celle du continu (1). 

Considérons cet ensemble F et séparons toutes les fonctions qu'il ren- 
ferme en deux classes, cette séparation étant d’ailleurs faite suivant un 
mode queleonque. 

L’ensemble de ces modes de séparation a une puissance supérieure a 
l'ensemble F. On peut continuer ainsi indéfiniment, c’est-a-dire construire 
une infinité dénombrable d’ensembles ayant des puissances de plus en plus 
grandes. D’ailleurs, lorsqu’on a une telle infinité d’ensembles 


Ey, E,, 2. ey En, ee eg 


tels que la puissance de chacun est supérieure 4 la puissance du précédent, 
il est clair que l'ensemble formé par Ja réunion de tous leurs éléments a 
une puissance supérieure a celle de chacun d’eux. Cette remarque, qui est 
due 4 M. G. Cantor, montre combien est considérable la multiplicité des 
puissances possibles; mais nous n‘insistons pas sur ce point. Nous préfé- 
rons consacrer la fin de ce paragraphe a la discussion du procédé de 


(*) On verrait d’ailleurs aisément que !’on aurait un ensemble de méme puis- 
sance que F, si l’on supprimait la restriction que f(a) est nécessairement égal 
ao ou ar, et que l’on considére ensemble des fonctions discontinues quel- 
conques. (Voir, pour ce point, page 124.) 
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M. G. Cantor, dans le cas le plus simple ot il nous fait connaitre un en- 
semble dont Ja puissance est supérieure. 4 celle du continu : l'ensemble F 
des fonctions discontinues, de variable réelle, ne prenant que les valeurs 0 
et 1. Cet ensemble est logiquement défini; mais je me demande si nous en 
avons quelque conception. Pouvons-nous, en effet, concevoir la fonction 
discontinue la plus générale d’une rxiable réelle (méme en supposant que 
les seules valeurs de la fonction sont 0 ou 1)? Il est nécessaire, en effet, pour 
donner une telle fonction de donner sa valeur pour toutes les valeurs 
réelles de la variable. Or, cet ensemble de valeurs n’étant pas dénom- 
brable, il n’est pas possible d’indiquer un procédé qui permette de les 
avoir toutes, c’est-a-dire d’en atteindre une quelconque au bout d’un temps 
limité. On voit quelle est la difficulté qui se présente ici; elle est autre- 
ment grave que la difficulté analogue dans la définition de l’incommensu- 
rable générale, pour laquelle nous renverrons aun article de M. J. Tannery 
déja cité (en note au bas de la page 3). En effet, si nous ne pouvons pas 
définir ’incommensurable générale de la méme maniére qu’un ensemble 
dénombrable, nous pouvons, du moins, semble-t-il, concevoir comme 
défini un nombre incommensurable quelconque, car nous pouvons définir 
les n premiers chiffres d’une fraction décimale, quel que soit n, et faire 
croitre n indéfiniment. Nous ne pouvons rien faire de pareil pour la fono— 
tion discontinue générale d’une variable réelle, car il faut donner sa valeur 
pour une infinité non dénombrable de valeurs de la variable, Nous 
reparlerons plus loin de cette difficulté. 


III. — La puissance des ensembles de fonctions. 


Aussi nous semble-t-il difficile d’introduire la considération de telles 
fonctions et, en général, de toutes les classes de fonctions dont l’ensemble 
a une puissance supérieure a celle du continu; car, on ne peut se servir, 
dans le calcul. d’une fonction que si elle est définie au moyen d’une infi- 
nité 'dénombrable d’éléments. Tel est le cas des fonctions continues, et 
aussi des fonctions discontinues seulement pour une infinité dénombrable 
de valeurs de la variable. De telles fonctions peuvent, en effet, étre défi- 
‘nies, au moyen d’une infinité dénombrable de conditions et méme, si l’on 
veut préciser davantage, au moyen d’une infinité dénumbrable de nombres 
entiers (1). 

Il en est de méme pour les ensembles de points. On peut dire que 
chaque fonction f(@), égale 4 0 ou 4 1 pour toute valeur réelle de la 
variable, sépare les nombres réels en deux classes et, par suite, définit 
deux ensembles de points : l’ensemble des points pour lesquels la fonction 
a la valeur o et l’ensemble des points pour lesquels la fonction a la valeur 1; 
Donec, l’ensemble F de ces fonctions est identique a l’ensemble de tous les 


(1) Ces conditions ne sont d’ailleurs pas arbitraires; nous reviendrons sur ce 
point dans la Note III. 
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ensembles possibles (ayant pour éléments des nombres réels ); cet ensemble 
a donc une puissance supérieure a celle du continu et son élément général 
(c’est-a-dire un ensemble arbitraire de nombres réels) ne peut étre défini 
qu’su moyen d’un ensemble de conditions ayant la puissance du continu. 
C’est ce qui rend les raisonnements sur ces ensembles généraux si diffi- 
ciles et parfois impossibles; c’est ce qui les rend aussi le plus souvent. 
inutiles dans ]’état actuel de la Science, car il ne semble pas qu’il soit 
aisé d’introduire dans un raisonnement I’un de ces ensembles, défini par 
une infinité non dénombrable de conditions. Au contraire, nous avons vu 
(p. 50) que l'ensemble des ensembles parfaits a la puissance du continu. 
On voit aisément qu'il en est de méme des ensembles que nous avons 
appelés mesurables; c’est ce qui permet de raisonner plus aisément sur 
ces classes particuliéres d’ensembles et d’en découvrir des propriétés. 

En résumé, il y a lieu, soit dans les ensembles de points, soit dans les 
fonctions discontinues, de distinguer deux grandes classes : les ensembles 
et les fonctions qui ne peuvent pas étre définis par une infinité dénom- 
brable de conditions et ceux qui peuventl’étre. Ces derniers seuls semblent 
pouvoir étre actuellement considérés avec profit. 


NOTE IL. 


LA CROISSANCE DES FONCTIONS ET LES NOMBRES DE LA DEUXIEME CLASSE. 


I. — Le théoreme de Paul du Bois-Reymond. 


On sait que, pour mesurer une longueur L ayec une unité de longueur 
donnée /, on remarque qu’on peut trouver un entier 7 tel qu’on ait 


rnlsiL<(n+ dl. 


Si on pose L—nl=4,, on pourra trouver un entier nm, non nul et 


tel que 
ny q; SUS (ny, +1)Q,. 


En continuant de méme, on posera /—n,l,;= 7, et l’on définira la mesure 
de L par la fraction continue 


ive 
I 


a en 
Net, 


€e procédé recoit souvent le nom d’algorithme d’Euclide; on sait que 
son succés tient aux faits suivants : 

1° On a la notion de la suite indéfinie des nombres entiers; 

2° Etant données deux grandeurs de méme nature L et J, il existe un 
nombre entier m tel que mlZ>L: c’est ce qu’on appelle, en général, 
Vaxiome da’ Archiméde; 

3° Enfin, tout nombre incommensurable peut étre entiérement défini 
par une infinité dénombrable de nombres commensurables. 

Considérons deux fonctions f(x) et g(x) de la variable réelle positive x 
et supposons que ces fonctions soient croissantes et qu’elles croissent 
indéfiniment lorsque « augmente indéfiniment; supposons, de plus, que le 
f(a) 
(x) 


rapport croisse indéfiniment avec x; nous pourrons conyenir d’écrire 


J(@) > §(2) 


et de dire que la croissance de f(x) est supérieure Ala croissance de g(2). 
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i fe ) tend vers une limite finie (ou reste compris entre des limites 


finies ) lorsque x augmente indéfiniment, les croissances de f(z) et de g(x) 
seront dites égales; si ce rapport tend vers zéro, la croissance de f(z) 
sera dite inférieure a la croissance de g(x). Il importe de remarquer 
qu’étant données deux fonctions positives croissantes, la croissance de 
lune d’elles n’est pas nécessairement supérieure, égale ou inférieure a 


celle de J’autre, car le rapport | ote =} peut, lorsque 7 augmente indéfini—- 


ment, prendre alternativement i ue aussi grandes qu’on veut et 
aussi petites qu’on veut. C’est 14 une différence importante entre les 
croissances et les grandeurs; mais cette difficulté ne se présentant pas 
avec les fonctions usuelles, on peut la réserver dans une premiére étude (!) 
et supposer que l’on considére un ensemble de fonctions croissantes, posi- 
tives, telles que deux quelconques d’entre elles soient comparables (c’est- 
a-dire aient des croissances; ou égales, ou inégales dans un sens bien 
déterminé). On peut alors se demander s’il est possible de créer pour un 
tel systéme une théorie analogue a celle de la mesure des longueurs. Les 
remarquables travaux de Paul du Bois-Reymond ont montré qu’il n’en est 
pas ainsi et que l’étude de la croissance des fonctions est beaucoup plus 
compliquée que l’étude de la mesure des grandeurs continues. Malgré ce 
résultat négatif, les recherches de Paul du Bois-Reymond n’ont pas été 
infructueuses; elles !’ont conduit a de nombreux résultats positifs dont le 
plus important nous parait étre le théoréme que nous allons maintenant 
démontrer (2). 

Du Bois-Reymond a obtenu ce théoréme en cherchant a construire une 
suite de fonctions croissantes ayant, par rapport a l’ensemble des autres, 
les propriétés fondamentales du systéme des nombres entiers qui servent 
de base a l’algorithme d’Euclide. D’une maniére précise, il a recherché si 
Von peut trouver une suite dénombrable de fonctions croissantes 


(9) 91(2), 92(%), 93(2), Era) On(x), eee, 


telles qu’on ait 
O1(L) < oe(%) << 93(#) <... 


et que, ¥(z) étant une fonction croissante quelconque donnée, il existe un 
indice m donnant lieu a l’inégalité 


(2) < Om( 2). 


(1) On serait amené, pour la résoudre, a reprendre en la complétant la théorie 
des enveloppes d’indétermination de Paul du Bois- Reymond, 

(*?) M. Pincherle a fait aussi sur la croissance des fonctions des recherches 
intéressantes; mais nous ne pouvons les exposer sans dépasser les limites de cette 
Note. 
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Le théoréme de Paul du Bois-Reymond consiste en ce qu’on ne peut 
pas trouver de suite telle que (»). Sous une forme plus nette, étant 
donnée une suite dénombrable quelconque () de fonctions croissantes, 
on peut trouver effectivement une fonction croissante (x), telle qwon 
ait, quel que soit m, 


(2) > Qn (2). 


C’est sous cette forme positive que nous allons démontrer le théoréme 
de Paul du Bois-Reymond; c’est d’ailleurs sous cette forme surtout qu’il 
peut rendre des services en Analyse. Mais nous avons tenu a indiquer le 
lien qui le rattachait a la théorie de la mesure des grandeurs, ne scrait-ce 
que pour faire voir, par un exemple précis, comment |’étude approfondie 
des pringipes d’une théorie élémentaire, telle que celle de la mesure des 
grandeurs, peut conduire a des résultats analytiques importants. 

Nous considérons donc une suite de fonctions croissantes 


(0) z 91(2), 92(z), ered n( 2), Pn+i( x), 


Par hypothése, la croissance de ,4;(2) est supérieure a celle de 9, (2x), 
Oni1( 2) 


$n(@ 


conclure que; pour toute valeur de z, la valeur numérique de o,4;(@) 
est supérieure a celle de ¢,(x). Mais on peut remplacer la suite (o) par 
une nouv2lle suite de fonctions croissantes 


(Y) ; bi(2), he(x); easy Yn(x), eeey 


ayant les propriétés suivantes : 

1° Deux fonctions de méme indice 9,(a) et }n(2) coincident a partir 
d’une certaine valeur de x (qui dépendra en général de 7); 

2° Pour toute valeur de x \a fonction (a) a une valeur supérieure 
ou égale a la valeur des fonctions @n(2), Yn—1(X), «-+) Y1(@). 

Il suffit de montrer qu’on peut déterminer successivement les fonc- 
tions |,(a) de maniére qu’elles aient ces propriétés. Supposons que nous 
ayons pu déterminer les m premiéres; nous allons voir que nous pourrons 
sans. difficulté déterminer la fonction ,41(a). En effet, par hypothése, 
la croissance de ,p+;(a) est supérieure a celle de o,(x) et, par suite, a 
celle de b,a(az), qui coincide avec o,(2) pour les valeurs suffisamment 
grandes de x. 

Donc, a partir d’une valeur suffisamment grande de z, la valeur de 
n+1(x) est supérieure 4 celle de Y,(x). Dés lors, si l’on prend, pour 
chaque valeur de 2, la valeur de t,41(2) égale ala plus grande des valeurs 
des deux fonctions 9n41(x), Ya(#), om sera certain qu’a partir d’une cer- 
taine valeur-de x la fonction Yn+41(a) coincidera avec 9n+1(#); elle satisfera 
d’ailleurs visiblement aux autres conditions exigées. 

Considérons maintenant la suite () et définissons la fonction (a) par 
les égalités suivantes 

$(7) = $n). 


B. 8 


c’est-a-dire que augmente indéfiniment avec #; on ne peut en 


114 NOTE Il. 


Ces égalités donnent la valeur de Ja fonction }(2) pour toutes les valeurs 
entiéres de x; on peut la définir pour les valeurs non entiéres par inter— 
polation linéaire (‘). Il résulte évidemment des hypothéses faites sur la 
suite (V) que ja fonction }(2) est croissante; je dis qu’tl en résulte ausst 
que sa croissance est supérieure a celle de la fonction %m(x), quel que 
soit l’entier m. En effet, pour x > m-+1, la valeur de }(z) est visible- 

F : y(@) 
ment supérieure a celle de Y»+41(x); done Je rapport —~— 


@m(@) 
Vm+t (Zr) 


au rapport Peg et ce dernier augmente indéfiniment. lorsque x 
Pmle 
augmente indéfiniment, car, 4 partir d’une/certaine valeur de z, il coincide 
D q(.c 
avec le rapport Psi) | 
9m (x) 


Le théoréme de Pau! du Bois-Reymond est donc démontré. 


est supérieur 


II. — La formation d'une échelle de types croissants. 


Ce théoréme nous fournit Je moyen, étant donnée une suite dénombrable 
de fonctions telles que Ja croissance de chacune d’elles est supérieure 4 Ja 
croissance des précédentes, de trouver une fonction dont Ja croissance est 
supérieure a celle de chacune des fonctions de la suite. 

Nous dirons qu’un ensemble E de fonctions (2) constitue une échelle 
de types croissants (*) si deux fonctions quelconques de cet ensemble 
sont comparables entre elles et si, de plus, une fonction croissante guel-- 
conque ¥(x) étant donnée, il existe dans l’ensemble une fonction 9(z) 
supérieure 4 U(z), La connaissance de l'ensemble E permettrait évidem- 
ment de faire un premier pas dans la théorie de la mesure des croissances : 
le théoréme de du Bois-Reymond exprime qu'un tel ensemble ne peut pas 
étre dénombrable. Nous allons néanmoins chercher 4 en construire un, ne 
serait-ce que pour donner une idée des difficultés qu’on rencontre lors- 
qu’on veut définir un ensemble non dénombrable sans faire appel a 
Vintuition du continu. ; 

Remarquons d’abord que, si l’on a une fonction croissante o(2), dont 
la croissance est supérieure a celle de z, la fonction @{y(x)] a une crois- 
sance supérieure a celle de (x); car; si l’on pose o(#) = X, ona 


e[e(z)] _ 9(X) 
p(x) X 


(*) C’est-a-dire en posant pournSaSn+1 


(2) =4(n) +[$(a+1)—d(n)](2—2). 


(7) Deux fonctions dont les croissances seront égales sont dites appartenir au 
méme type. 
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et, par hypothése, le dernier rapport augmente indéfiniment avec X; or X 
augmente indéfiniment lorsque 2 augmente indéfiniment. 
Si l’on pose 
e[o(2)] =o (x), 
om-1[9(2)} = Om(2), 
la suite (2°), 92(7), -.., Qm(%), ... est une suite dénombrable de fonc- 
tions telles que la croissance de chacune soit supérieure a celle de la pré- 
cédente. Nous pouvons supposer, pour fixer les idées, 9(x) = e. D’aprés 
le théoréme de du Bois-Reymond, il existe une fonction 4(a) dont la 


croissance dépasse celle de chacune des fonctions @m(x); nous savons 


construire une telle fonction et nous pouvons la désigner (1) par (x). 
Par hypothése, l’inégalité 


(1) : m>n 
avait pour conséquence 

(2) Qm(z) > On(Z); 
d’autre part, nous avons, quel que soit m, 
(ay gu(2) > 9m(2). 
Nous pouvons donc convenir d’écrire 

(ay’ o>m; 


cette inégalité (1), dans laquelle m est un nombre entier arbitraire, n’étant 
pas autre chose qu'une maniére commode d’écrire l’inégalité (2)'. 
Nous poserons 


2w[pu(Z)] = Pew (2); 
Pon—10[Pwo(%)] = Pmw (2): 
Il est clair que la suite des fonctions 

Gu(z), Sow(Z), eee Omw(Z), 


a les mémes propriétés que la suite 


9(x), e2(2), sey Pm(2), eye 


Nous pouvons, par le théoréme de du Bois-Reymond, trouver une fonc- 
tion 
Saw (ZL) = Ow?(Z) 


dont la- croissance soit supérieure a celle de chacune des fonctions ¢nw(2).- 


ee ——————————— ae 


(4) Eo ce moment, nous introduisons cette notation, sans qu’il soit nécessaire 
d’expliquer quel sens on peut lui attribuer: c'est une simple notation commode. 
Nous verrons plus loin comment elle se rattache & la théorie des nombres trans- 
finis de M..G, Cantor. 
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En opérant sur O2(2) de la méme maniére que sur ©,(2) on peut obtenir 
une fonction (1) @w:(x), puis a laide de celle-ci une fonction Pws(Z), et 
généralement une fonction %»»(x) dépendant d’un entier m. Del’ensemble 
de ces fonctions le méme théoréme permet de déduire une fonction pwy»(z) 
dont la croissance dépasse celle de chacune d’elles. On peut continuer 
ainsi indéfiniment, c’est-a-dire, chaque fois que la répétition d’un pro- 
cédé déterminé aura fourni une infinité dénombrable de fonctions, en 
obtenir encore une nouvelle par le théoréme de du Bois-Reymond. On 
voit que ce théoréme joue a peu prés le méme réle que, dans la formation 
de la suite des nombres entiers, le principe: aprés chaque nombre entier 
il y en a un autre. 

Mais il importe de remarquer une différence essentielle: d’aprés sa 
nature méme, le procédé de Paul du Bois-Reymond sera applicable du 
moment qu’on aura un ensemble dénombrable de fonctions. Or, si nous 
nous donnons un ou plusieurs procédés déterminés pour former des 
. fonctions a croissance de plus en plus rapide, et si nous les appliquons 
indé finiment, il est clair que nous obtiendrons toujours une infinité 
dénombrable de fonctions; car répéter indéfintment une opération ne 
peut, pour l’instant, étre autre chose que la répéter 7 fois, et faire croitre 
Yentier n indéfiniment. Par suite, si l’on procéde ainsi, et si l’on part 
d’un nombre limité d’opérations (ou méme d’une infinité dénombrable), 
on n’obtiendra jamais qu’une infinité dénombrable de fonctions. 

Nous aboutissons ainsi a une antinomie: d’une part, l’application indé- 
finie du théoréme de Paul du Bois-Reymond, joint a tels autres procédés 
d’itération qu’on pourra indiquer, ne peut fournir qu'une infinité dénom— 
brable de types de croissance; d’autre part, du moment qu’on a seulement 
une infinité dénombrable de types, le procédé de du Bois-Reymond est 
encore applicable. Cette antinomie nous impose la nécessité logique 
d’étendre le sens du mot indéfiniment; pour éviter toute confusion, nous 
éviterons de modifier le sens de ce mot et préférerons introduire le mot 
nouveau trans finiment. 

Reépéter trans finiment l'application du procédé de du Bois-Reymond, 
ce sera la répéter chaque fois qu’on aura une infinité dénombrable de 
types croissants, quel que soit le procédé par lequel on a obtenu cette 
infinité. Par conséquent, par définition méme, on obtient ainsi une in finité 
non dénombrable de types; car, si l’on obtenait seulement une infinité 
dénombrable, on devrait encore appliquer le méme procédé, sans en 
rester la, L’infinité de types ainsi obtenue sera dite étre de la seconde 
puissance et l’on démontre en effet aisément que tout ensemble qui n’est 
pas de premiére puissance (p. 13 et 102) a une puissance égale ou supé— 


(*) A un certain point de vue, il pourrait parattre plus naturel de désigner 
cette fonction par ¥,«(x), en regardant w! comme le carré de w?, de méme 


que w* est le carré de w. Mais ici nous sommes libres de choisir arbitrairement 
OS notations. 
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rieure 4 la seconde, ce qui justifie cette dénomination (1). Qn peut remar- 
quer que la relation entre la notion de seconde puissance et le théoréme 
de Paul du Bois-Reymond esi exactement la méme que la relation entre 
la notion de premiére puissance et le théoréme : aprés chaque nombre 
entier, il y en a un autre. Mais l’induction qui nous améne a la notion de 
la seconde puissance parait étre de nature supérieure a celle qui nous 
améne a celle de la premiére puissance, quoique cependant elle s’impose 
comme tout aussi nécessaire. 

Il y a lieu maintenant de se demander si, pour ies fonctions croissantes, 
il existe une proposition analogue a l’axiome d’Archiméde que nous avons 
rappelé au début de cette Note, c’est-a-dire si, étant donnée une fonc- 
tion crotssante quelconque, on finira par la dépasser en répétant trans— 
Jiniment les procédés que nous avons indiqués. Il nous semble que c’est 
la un axiome qui doit étre admis au méme titre que l’axiome d’Archi- 
méde et d’une maniére tout a fait générale; il est, en tout cas, certain 
que cette proposition n’est pas douteuse si, par leg mots : fonction quel- 
congue, on entend une fonction qui puisse étre effectivement dé finie, 
c’est—a-dire telle qu’on puisse, par un nombre limité d’opérations, calculer, 
avec une approximation donnée, sa valeur pour une valeur donnée de la 
variable. 

Désignons par (S) la suite transfinie de fonctions croissantes que 
nous venons de définir. Cette suite a les propriétés fondamentales sui- 
vantes : . 

1° Deux fonctions quelconques sont comparables entre elles ; 

2° Etant donnée une fonction quelconque de S, il y en a une qui la 
suit immédiatement; 

3° Une fonction quelconque étant donnée, il y a dans S une infinité de 
fonctions qui lui sont supérieures. 

Cette suite S posséde ainsi quelques-unes des propriétés fondamentales 
de la suite des nombres entiers. On peut en déduire un ensemble = qui 
possédera de méme quelques-unes des propriétés fondamentales de l’en- 
semble des nombres rationnels. Il suffit pour cela de procéder exactement 
de méme que pour obtenir ce dernier ensemble: la considération des 
fonctions inverses des fonctions de S donnera des fonctions croissant de 
‘moins en moins vite; en les multipliant par la variable x, on aura des 
fonctions a croissance plus rapide que x, mais aussi peu que possible; par 
le procédé de l'itération, répété transfiniment, on formera un ensemble = 
de fonctions 4 croissance plus rapide que x et moins rapide que celle de z*, 


(1) En effet, tout ensemble noo dénombrable a évidemment la propriété sui- 
vante : Si l’on en extrait un ensemble dénombrable quelconque, il y subsiste 
encore un élément, et l’on peut répéter cette opération transfiniment., car, si lon 
ne la pouvait répéter qu’indefiniment, V’ensemble serait dénombrable. Cela suffit 
pour que nous soyons assurés que l'ensemble non dénombrable a une puissance 
-égale ou supérieure 4 celle que nous appelons la seconde. 
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par exemple. Cet ensemble & sera d’ailleurs de seconde puissance et aura 
les propriétés suivantes ; 

1°. Deux fonctions quelconques de 5’ serout comparables entre elles. 

° Silon considére une fonction quelconque, comparable 8 toutes les 
icin de =, et dont la croissance est comprise entre celle de x et celle 
de x*, la croissance de cette fonction sera entiérement définie par la suite 
transfinie des fonctions de & dont la croissance est plus grande et ta suite 
transfinie des fonctions de = dont la croissance est plus petite. 

D'ailleurs, réciproquement, tout mode de division des fonctions de = 
en deux ensembles, tels que chaque fonction du premier ait une crois— 
sance inférieure a toute fonction du second définit un mode de crois- 
sancé, mais a ce mode ne correspond pas nécessairement une fonction. 
De méme que toute division en deux classes de l'ensemble des nombres 
rationnels définit une grandeur, mais 4 cette grandeur ne correspond 
pas nécessairement un nombre, tant qu’on n’a pas eonvenu d’appeler 
nombre les nombres incommensurables. Il y aurait lieu de méme ici, 
pour compléter ce continu fonctionnel, analogue au continu linéaire, 
d'introduire des fonctions idéales, analogues aux nombres incommen- 
surables. 

Une fonction idéale, c’est un mode de division de l’ensemble = 
en deux classes telles gue toute fonction de la premiére classe soit 
inférieure a toute fonction de la seconde classe et telles,de plus, qwil 
n'y ait pas dans la premiére classe de fonction supérieure a toutes les 
autres, ni dans la seconde classe de fonction inférieure a toutes les 
autres. 

Par exemple, rangeons dans la premiére classe les fonctions ©(a) télles 


a 
a 


Eee ax ; : 
que l’intégrale E tH) n’ait pas de sens et dans Ja seconde Jes fonctions 
G 
0 ‘ 


telles que l'intégrale [ 
w/y. . (2) 


fonction idéale telle que, si on la désigne par 6(z), l’intégrale 


ait un sens. Nous aurons ainsi défini une 


© dx 
o O(a) 
est a la fois peurvue et dépourcue de sens. Cette propriété est tout aussi 
absurde pour celui qui regarderait 0(2) comme une véritable fonction, 
que la suivante, pour celui qui ne considérerail que de vérilables nombres : 
il existe un nombre dont le carré est égal a 2. 

D’ailleurs, i! ne faut pas oublier que les fonctions de = sont supposées 
toutes comparables entre elles. Si nous sommes partis, pour la formation 
le S, de la function exponentielle e%, nous dirons que les fonctions de § 
et de © appartiennent au type exponentiel et les fonctions croissantes qui 
s‘introduisent naturellement leur seront comparables. 

Nous avons dit que l'ensemble = est de la seconde puissance, c’est- 
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a-dire d’une puissance inférieure, ou égale,a celle du continu; il est aisé 
de voir que si on le complete a |’aide des fonctions idéales, on obtient un 
ensemble dont la puissance est égale ou supérieure a celle du continu. 
Nous nous contenterons de ces indications (1). 

Que l'ensemble de toutes les fonctions croissantes (non idéales) ait une 
puissance égale a celle du continu, c’est une conséquence du fait que 
ensemble des fonctions continues a la puissance du continu, et il est clair 
que nous pouvons nous borner, pour définir la croissance, a considérer les 
fonctions continues croissantes. 

Donc, la puissance de l’ensemble des fonctions croissantes est au plus 
égale a celle du continu; mais, d'autre part, elle lui est au moins égale, 
car cet ensemble renferme en particulier l’ensemble des fonctions 2%, ou 
a est un nombre incommensurable quelconque : donc elle lui est égale. 
Ce point nous a paru utile a établir en toute rigueur, ear il avait été con- 
testé par du Bois-Reymond dans sa Théorie générale des fonctions. 


Il. — Les nombres de M. G. Cantor. 


Nous sommes maintenant a méme d’exposer, comme nous la compre- 
nons, la formation des nombres plus grands que l'infini introduits par 
M. G. Cantor. Citons d’abord textuellement quelques passages de M. G. 
Cantor (Acta: mathematica, t. II, p. 385-399): 


a..... La série.(I) des nombres entiers réels et positifs 1,2, 3, ...,,... 
doit sa formation a la répétition et a la réunion d’unités qu’on a prises 
pour point de départ et que l'on considére comme égales..... La formation 


des nombres entiers réels fints repose donc sur le principe de l’additién 
d'une unité 4 un nombre déja forme; j’'appelle premier principe de for- 
mation ce moment gui, comme nous le verrons bientét, joue aussi un réle 
essentiel dans la production des nombres entiers supérieurs. Le nombre 
des nombres » de Ja classe (1). formés de cette maniére, est infini et parmi 
tous ces nombres il n’y en a pas qui soit plus grand que tous les autres. 
Il serait donc contradictoire de parler d’un nombre maximum de la 
classe (I); toutefois, on peut d’autre part imaginer un nouveau nombre, 
que nous appellerons w, et qui serevira d exprimer que l’ensemble (1) 
est donné d’aprés la loi dans sa succession naturelle. On peut méme 
se représenter Je nouveau nombre w comme la limite vers laquelle tendent 
les nombres »v, a condition d’entendre par 1a que w sera le premier 
nombre entier qui suivra tous les nombres y, en sorte qu’il faut le aéclarer 
supérieur a tous les nombres v. En associant le nombre w avec les unités 


(') La premiére considération des fonctions idéales est due a Paul da Bois- 
Reymond; jai cherché a compléter un peu ses trop bréves indications. Dans un 
Mémoire récent, M. Pringsheim a fait, aux idées de Paul du Bois-Reymond sur 
ce sujet, des objections que je n'ai pu arriver 4 comprendre. 
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primitives, on obtient.a l’aide du premier principe de formation ces 
nombres plus étendus 


OD) SEP OH Dy oie) OV wets y 


comme par la on n’arrive encore une fois 4 aucun nombre maximum, on en 
imagine un nouveau qu’on peut appeler 2 et qui sera le premier aprés 
tous les nombres obtenus jusqu’a présent v et w +-v,.... 

Wee. La fonction logiqug qui nous a donné ces nombres & et 2 est 
évidemment différente du premier principe de formation; je l’appelle 
deuxiéme principe de formation des nombres réels entiers et je définis 
mieux ce principe en disant: Etant donnée une suceession quelconque 
déterminée de nombres entiers réels définis, parmi lesquels il n’y ena 
pas qui sott plus grand que tous les autres, on pose, en sappuyant 
sur ce deuxiéme principe de transformation, un nouveau nombre 
gu’on regarde comme la limite des premiers, c’est-a-dire qui est 
dé fini comme étant immédiatement supérieur a@ tous ces nombres..... 

Saetosc La formation de nouveaux nombres, comme on le voit, est sans 
Jin; en suivant les deux principes de formation on obtient toujours de 
nouveaux nombres et de nouvelles séries de nombres, avec une succession 
parfaitement déterminée. 

» On pourrait donc croire d'abord que nous allons nous perdre a I’in- 
défini dans cette formation de nouveaux nombres entiers infinis déter- 
minés et que nous ne sommes pas en état d’arréter provisotrement ce 
procédé sans fin pour arriver par 1a a une limitation sembiable a celle 
que nous avons trouvée, en fait, dans un certain sens, par rapport a@ 
V’ancienne classe de nombre (J); 1a, on n’employait que le premier prin- 
cipe de formation et l’on ne pouvait pas sortir de la série (I). Mais le 
deuxiéme principe de formation ne devait pas seulement nous conduire 
au dela du systéme de nombres employé jusqu’a présent; il nous apparait 
encore certainement comme un moyen qu’on peut combiner avec le pre- 
mier principe de formation pour arriver 4 pouvoir franchir toute limite 
dans la formation abstraite des nombres réels entiers. 

» Mais si nous remarquons maintenant que tous les nombres obtenus 
jusqu’a présent et ceux qui les sutvent immédiatement remplissent 
une certaine condition, nous verrons que cette condition, st on la pose 
comme obligatoire pour tous les nombres & former immédiatement, 
nous apparait comme un troistéme principe qui vient s’ajouter aux deux 
premiers et que j’appelle principe d’arrét et de limitation..... Cette 
condition est: que le systéme des nombres qui se trouvent dans la 
suite des nombres avant celui que l'on considére et & partir de 1 soit de 
la méme puissance que la premiére classe de nombres (I)..... La deuxiéme 
classe de nombres ({I) définie par l’adjonction de ce principe n’acquiert 
pas seulement une puissance plus élevée que (2), mais précisément la 
puissance immédiatement supérieure.et, par conséquent; la deuxiéme 
puissance. » 
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On voit l’analogie qu'il y a entre le deuxiéme principe de M. G. Cantor 
et le théoréme de Paul du Bois-Reymond et, en méme temps, les différences 
profondes qui les séparent. Le principe est posé a priori; par suite, si 
on Vadmet, on doit lui accorder une valeur absolue; il débordera tout, 
si on ne l’arréte, ce qui est le réle du troisiéme principe. Le théoréme, 
au contraire, n’est pas un postulat; c’est un fait mathématique qui ne 
repose sur aucune considération a priori, mais sa puissance est bien plus 
limitée : il porte en lui-méme le principe d’arrét, car il n’est applicable 
qu’autant que l'ensemble déja obtenu est dénombrable. D’autre part, 
comme son application indéfinie conduit seulement 4 un ensemble 
dénombrable, auquel il est encore applicable, il y a la une antinomie qui, 
comme nous l’avons vu, ne peut se résoudre qu’en attribuant un sens av 
mot trans finiment et admettant, par suite, qu’en appliquant trans fini- 
ment le théoréme on aura un ensemble de fonctions de puissance supé- 
rieure 4 ia premiére obtenu ainsi d’une maniére nécessaire (1). 

On peut se demander si, au contraire, il n’y a pas beaucoup d’illusion 
dans l’idée que nous nous sommes faite, aprés M. G. Cantor, de la puis- 
sance du deuxiéme principe de formation. 

Il semble en effet, quand on y regarde d’un peu plus prés, que ce prin- 
cipe n’ait nullement le pouvoir de créer par lui-méme de nouvelles puis- 
sances, c’est-a-dire de nous élever, par sa seule force, au dela de la 
premiére puissance. Il est bien clair que, si nous utilisons le premier et le 
deuxiéme principe, l’un aprés |’autre, une infinité dénombrable de fois, 
nous n’obtiendrons jamais qu’un ensemblé de premiére puissance. 

D’une maniére plus générale, quel que soit le procédé déterminé de 
formation qu’on indique, du moment que ce procédé sera complétement 
exprimable au moyen d’un nombre fini de mots, parmi lesquels peut 


(*) Une difficulté assez sérieuse provient de ce que le théoréme de Paul du Bois- 
Reymond ne conduit pas 4 une fonction déterminée, car il peut étre appliqué 
d’une infinité de maniéres. I] ne conduit surtout pas ala plus petite des fonctions 
supérieures aux fonctions données. Mais on peut remarquer que, pour former la 
fonction 4(xz) au moyen de la suite 4,(7),.--, Y,(2), --. (em reprenant les 
notations de Ja page 113), on se sert en réalité d’une certaine fonction croissante ; 
nous avons posé Lae 


y(n) =4,(7)5 - 
nous aurions pu prendre, plus généralement, 
y[8(n)} = ¥,[8(2)]J 


6(n) étant une fonction croissante quelconque. Mais i} est naturel de ne prendre 
pour 6(7) qu’une des fonctions croissantes qui ont été définies jusque-la, et non 
pas une fonction 4 croissance tellement rapide qu’on ne Vait pas eneore atteinte. 
On peut prendre aussi pour §(7) la fonction inverse des fonctions croissantes 
déja considérées; mais on n’a le choix qu’entre une infinité dénombrable, ce qui 
est l’essentiel. 
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figurer le mot indéfiniment, on n’obtiendra jamais qu'un ensemble de 
premiére puissance, si le mot indéfiniment signifie toujours : aussi 
souvent quil y a de nombres entiers, Et nous n'avons pas le droit de 
donner un autre sens au mot indé finiment, si nous n’avons pas la notion 
d’une puissance supérieure a la premiére; or c’est précisément cette notion 
qu’il s’agit d’acquérir : nous tournons dans un cercle. 
Si nous introduisons l’expression trans finiment, en lui donnant le sens 
précis de aussi souvent gwil y a d’éléments dans un ensemble de 
‘deuxiéme puissance, nous pourrons dire que |’application transfinie du 
deuxiéme principe donnera des nombres de deuxiéme classe, mais on 
n’obtiendra jamais ainsi un ensemble de nombres de troisiéme puissance. 
Il faudrait avoir déja Vidée d’un ensemble ayant cette puissance, afin de 
répéter l’application du deuxiéme principe aussi souvent qu'il y a d "élé- 
ments dans cet ensemble. 
En d'autres termes, le deuxiéme principe de formation ne peut nous 
faire acquérir la notion d'une puissance que nous n’aurions pas déja; et 
il semble bien douteux que nous ayons une idée quelque peu précise de 
ce que peut étre une puissance qui dépasse la deuxiéme (1). Il est bien 
probable que, avant d’acquérir une telle idée, si nous y arrivons jamais, 
il aura été nécessaire d’étudier d’une maniére approfondie les ensembles 
de deuxiéme puissance, de telle maniére que nous sachions en user aussi 
commodément que des ensembles dénombrables. Le jour ou ce résultat, 
dont Vimportance pour la Science serait considérable. sera atteint, on 
aura une base solide pour l’étude des puissances supérieures; mais on ne 
peut nier que, actuellement, l’expression trans finimeni n’ait encore pour 
nous un sens moins précis que l’expression indéfintment, de sorte que 
nos connaissances précises sur les puissances diverses n’excédent guére la 
remarque suivante: il y a des ensembles dénombrables et des ensembles 
non dénombrables, cette derniére notion étant surtout négative. 


(") Je laisse de cété ici. sans m/’inquiéter de savoir si elles sont ou non dis- 
tinctes des puissances, des classes de nombres, la puissance du continu et les 
puissances qui s’y rattachent (ensembles de fonctions, etc.) dont nous acquer- 
rons la notion par des procédés tout différents. II se présente, en effet, lorsqu’on 
emploie ces procédés pour définir les puissances, une difficulté trés grave : on 
définit des puissances de plus en plus grandes, mais on ne sait pas si elles. sont 
consecutives, c’est-a-dire s’il n’y a pas, par éxemple, une puissance intermédiaire 
entre celle du continu et celle de ensemble des fonctions discontinues, 


NOTE Il. 


LA NOTION DE FONCTION EN GENERAL.: 


La notion de fonction est extrémement générale et comprend plusieurs 
notions particuliéres qu’on peut considérer séparément : c’est ainsi qu’on 
peut distinguer, entre les fonctions d’une ou de plusieurs variables, les 
fonctions continues et discontinues, les fonctions analytiques d’une variable 
complexe et les fonctions de variable réelle, les fonctions ayant ou n’ayant 
pas de dérivée, etc. Nous nous proposons de jeter un coup d’ail d’en- 
semble sur ces diverses notions. et, en particulier, de tacher de nous 
rendre compte en quoi elles différent et en quoi elles sont analogues. 


I. — Les fonctions discontinues. 


Occupons-nous d’abord de la notion la plus générale de la fonction, 
sans aucune restriction : ce sera une fonction discontinue. Une fonction f 
de trois variables x, y, 3, par exemple, sera définie par cette seule con- 
dition, qu’a tout systéme (1) de valeurs des trois variables 2, y, 2 corres- 
pond une valeur bien déterminée (*) de f(a, y, z). Il est aisé de voir que 
le nombre des. variables importe peu dans une telle notion; nous savons, 
en effet, que l'ensemble des points de l’espace a méme puissance que 
ensemble des points d’une droite compris entre o et 1. Si, au systéme de 
valeurs a, y, 2 correspond ainsi la valeur X comprise entre o et 1, il suffit 
de poser 

I (BF z).= e(X), 


pour définir une fonction ¢(X) d’une seule variable X, qui correspond 
d’une maniére bien déterminée a la fonction f(z, y, 2). Cette correspon— 
dance est d’ailleurs réciproque et univoque : deux fonctions étant regardées 


(1) On pourrait considérer seulement les systémes de valeurs appartenant a 
un certain domaine; pour les autres, Ja fonction ne serait pas définie. 

(7?) On pourrait supposer, plus généralement, qu’il y a plusieurs valeurs, ou 
méme une infinité dénombrable; on verra aisément que les conséquences qu 
suivent n’en seraient pas modifiées. 


124 ; NOTE III. 


comme distinctes lorsqu’elles ont une valeur différente en l'un au moins 
des points ot elles sont définies, 4 deux fonctions distinctes f(z, y, 2) 
correspondent deux fonctions distinctes p(X) et réciproquement. 

Par conséquent, l’ensemble de toutes les fonctions. discontinues d’un 
nombre quelconque de variables a méme puissance que l’ensemble des 
fonctions discontinues d’une variable réelle X assujettie & rester com- 
prise entre 0 et 1. . 

Il est facile de ramener la puissance de ce dernier ensemble & une puis— 
sance définie d’une maniére un peu plus simple. Remarquons d’abord qu’on 
n’introduit pas de restriction sérieuse en supposant que la fonction 9(X) 
a constamment une valeur comprise (1!) entre o et 1. Si nous écrivons 
cette valeur dans le systéme de numération de base 2, eile sera de la 
forme 


(2) o(X),=0,101oolll..., 


tous les chiffres décimaux étant égaux ao ou a 1. 

Remarquons que, X étant un nombre quelconque compris entre-o et 1, 
tous les nombres positifs sont de la forme n-+ X, n étant un nombre 
entier. Cela étant. nous pouvons définir un ensemble de points de la 
maniére suivante : Le point n+ X appartiendra a [ensemble si, dans la 
valeur (2) de o(X), le nitme chiffre décimal est 1; il ne lui appartiendra 
pas si ce niéme chiffre décimal est o. Il est clair que chaque fonction 9(X) 
permet de définir un tel ensemble; d’ailleurs, cet ensemble est unique si 


la fonction ne prend aucune valeur commensurable de la forme =, car 
‘un tel nombre peut se mettre de deux maniéres différentes sous la 
forme (2), en vertu de l’identité 


I 


I 
oh Spe ap = Othe 6 


N 


° 


Réciproquement a un tel ensemble correspond une fonction unique 9(X); 


(‘) En effet, il suffit de remplacer 9(X) par la fonction |(X) ainsi définie : 
Si ; 


I 


0<9(X)<1, OO = 7 2(%), 
—1< 9(X)<o, e(X)=79(X)+4, 
4 2 

See “ rT 
1<9(X)<+o@, URS gorges 


1 


—w2<9(X)<—1, Ta Tree 


voit aisément que, réciproquement, la connaissance de la valeur de ¥(X) 
ermine celle de o(X). 
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donc, l’ensemble des fonctions 9(X) a une puissance au plus égale ala 
puissance de l’ensemble des ensembles de points réels positifs. Mais il 
est clair que cette puissance est la méme que l’ensemble des ensembles de 
points compris entre o et 1; et, comme un tel ensemble peut étre considéré 
comme correspondant a une fonction 9(X) prenant seulement les deux 
valeurs 0 et 1, on voit que l’ensemble de ces ensembles a une puissance 
inférieure ou égale a l'ensemble des fonctions o(X); ces deux puissances 
sont donc égales. : 

Nous voyons donc, en définitive, que (1) l’ensemble des fonctions dis- 
continues d’un nombre quelconque de variables réelles a méme puis- 
sance que l’ensemble des fonctions discontinues d’une variable réelle, 
comprise entre 0 et 1, ces fonctions prenant seulement la valeur 0 ou 
la valeur 1, ou, ce qui revient au méme, que l’ensemble des ensembles 
de points compris entre 0 et 1. 

Nous avons déja montré que cette puissance est supérieure a la puissance 
du continu; mais il ne nous parait pas inutile d’insister encore sur la diffi- 
culté qu’il yaa définir un tel ensemble. Etant données, en effet, deux 
fonctions discontinues (X) et o,(X) que nous pouvons, d’aprés ce qui 
précéde, supposer égales toujours 4 0 ou a1, le probléme de reconnaitre si 
elles sont identiques ou différentes présente une difficulté toute particu- 
liére. Il n’est pas possible, en effet, de fixer une méthode telle que, si elles 
sont différentes, on en soit assuré stirement au bout d’un nombre fini 
d’opérations; cela tient a ce que le continu n’est pas dénombrable. Si les 
fonctions 9(X) et 9,(X) étaient continues, il en serait tout autrement; en 
effet, si deux telles fonctions coincident pour les valeurs commensurables 
de X, elles coincident pour toute valeur de X; si donc elles ne sont pas iden- 
tiques, on s‘en apercevra sirement par la seule considération des valeurs 


commensurables : zi existe un nombre commensurable - tel que 2(2) 


et (2) different, c’est-a-dire aient seulement m chiffres décimaux 


communs, m étant un nombre déterminé. 
Dés Jors, si l’on range tous les nombres commensurables en une suite 


Uy, Ug, --0. Un, +. 2c, 


ve qu’on sait faire, et si l'on calcule les valeurs ¢(u), ---, @(Un); 
P1(U1), ~--, 91(Un), avec n chiffres décimaux exacts, il arrivera nécessai- 


(1) Si, employant un langage introduit par M. G. Cantor, nous désignons par a 
le nombre cardinal des points compris entre o et 1, ce théoréme peut étre traduit 
ar Végalité 
S AC = 2". 


n étant un nombre entier quelconque; on pourrait d’ailleurs supposer aussi que 
nest un nombre de la deuxiéme classe. 4 
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rement, si l’on fait successivement cette opération pour 
Ue ERO Vem Ink borin 


que, pour une valeur finie de n, c’est-a-dire au bout d’un nombre fint 
d’opérations, on sera assuré que les deux fonctions ne sont pas identiques. 

Dvailleurs, il est évident que ce nombre ne sera pas connu d’avance 
et que, par suite, on ne pourra pas, de calculs aussi longs qu’ils soient, 
conclure 4 Videntité des deux fonctions. Mais, si eiles différent, on est 
sir de s’en apercevoir avec assez de persévérance. Il n’y a rien de pareil 
pour les fonctions discontinues : une telle fonction est définie par une 
infinité non dénombrabie de conditions ; en pratique, cela revient a dire 
qu’il est impossible de la dé finir. I] y aurait lieu de distinguer parmi les 
fonctions discontinues les plus générales, qui paraissent devoir étre exclues, 
au moins pour l’instant, des considérations mathématiques, des fonctions 
dont la discontinuité est assujettie 4 des restrictions. Ces restrictions 
doivent étre de nature telle que la fonction puisse étre entiérement 
définie par une infinité dénombrable de conditions. L’ensemble des 
fonctions satisfaisant a ces conditions restrictives a alors méme puissance 
que le continu. Parmi les fonctions satisfaisant 4 des conditions restric— 
tives de ce genre, je citerai les fonctions discontinues seulement en une 
infinité dénombrable de points, que plusieurs géométres ont considérées 
avec profit. Mais je ne puis m’étendre longuement sur ce sujet; je tenais 
seulement a indiquer la restriction indispensable qu’on doit apporter a 
Vidée générale de fonction, si l’on veut pouvoir |’utiliser (1). 


II. — Les fonctions définies par des conditions dénombrables. 


On peut évidemment imaginer une infinité de classes de fonctions, 
telles que les fonctions de chaque classe soient entiérement définies a 
Yaide d’une infinité dénombrable de conditions (?) de sorte que la puis- 
sance de l’ensemble formé par les fonctions d’une classe est précisément 
la puissance du continu. Nous nous proposons d’étudier quelques-unes de 
ces classes de fonctions, en particulier au. point de vue des rapports 
qu’elles ont entre elles: on apercevra aisément, d’ailleurs, ce qui, dans 


we 


(*) Cela ne veut pas dire qu’on ne puisse trouver quelques résultats s’appli- 
quant a toutes les fonctions et pouvant rendre des services; tel est, par exemple, 
le beau théoreme de M. Darboux sur l’intégrale définie : Jl existe toujours une 
intégrale par excés et une intégrale par défaut (voir Jonpan, Cours d’ Analyse). 
Mais de tels résultats sont forcément rares et ce théoréme Jui-méme, malgré sa 
beauté théorique, n’a d’applications possibles que si Von restreint beaucoup la 
généralité de la notion de fonction. 

(*) Bien entendu ces conditions sont simples; on peut supposer, si l’on veut, 
que chaque condition se traduit par le fait qu’on donne un nombre entier. 
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nos considérations s’appliquerait sans modification a telles autres classes 
qu’on voudrait considérer. ; 

On appelle fonction analytique de plusieurs variables x, y, z toute 
fonction qui peut étre représentée par un développement de la forme 


(1) > @(a#—a, y—b, s—c)= La,B,y Ad,B,y(e— @)* (7 —6)B(s—o)Y 


ordonné suivant les puissances positives de 2 — a, y — 6, z—c, et con- 
vergent dans certains cercles, c’est-a-dire sous les conditions 


jvr—al<r; |y—bl<r, |s—cel<r, 


r,r’, r” étant des nombres positifs déterminés. 

La condition que le développement (1) ne diverge pas pour tout sys- 
téme de valeurs (') de x, y, 3 est essentielle; elle s’exprime par des 
mégalités assez compliquées auxquelles doivent satisfaire (*) les coeffi- 
cients Aggy. Désignons par E; Vensemble des développements tels 
que (1), les coefficients Ag,gy étant absolument quelconques, et par F3 
Vensemble des développements qui satisfont a la condition dont nous 
venons de parler: l’ensemble F; est précisément l’ensemble des fonctions 
analytiques a trots variables; il est une partie aliquote de l'ensemble E;. 

D’une part il est aisé de montrer que l’ensemble E; a la puissance du 
continu (p. 19); d’autre part, on voit aisément que l’ensemble F. a une 
puissance supérieure ou égale a celle du continu (car,*l’un des coeffi- 
cients, par exemple Ao,o peut évidemment prendre une valeur. arbi- 
traire); donc l’ensemble F; a précisément la puissance du continu : mais 
Pétablissement effectif d'une correspondance univoque et réciproque, 
entre les éléments de F; et les nombres compris entre o et 1, par exemple, 
parait un: probléme ardu (3); tandis qu'une telle correspondance est, au 
contraire, trés aisée 4 établir, si, au lieu de F3, on considére E3. 

Un phésoméne analogue se produit lorsque l’on compare les ensembles de 
fonctions analytiques dépendant d’un nombre différent de variables ; nous 
allons l’étudier avec un pen plus de detail. 

Pour simplifier Vécriture, nous allons comparer Vensemble F, des 
fenctions analytiques 4 deux variables et l'ensemble F, des fonctions 
analytiques a une variable. Nous considérerons en méme temps les 


(') Les systémes de valeurs, pour lesquels Z’un au moins des binomes z —a@ 
y — 6, s —c serait nul, sont ici exclus. 

(2) On peut consulter 4 ce sujet une Note de M. E. Lemaire, Bulletin des 
Sciences mathématiques, 1897. 

(*) Il semble que la seule voice a suivre soit précisément celle qui a seryi a 
démontrer le théoréme sur leque! nous nous sommes appuyés (Note I, p. 106), 
mais cette marche, théoriquement simple, n’est pas sans présenter des difficultés 
pratiques assez sérieuses. 
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ensembles E, et E, formés par les développements non assujettis a la con- 
dition de convergence (1) : 


(E:) >» Ag, pre y8 ’ 
(E;) =B,2”. 


Les ensembles F, et Fy sont respectivement des parties aliquotes de E, 
et de Ey; tous ces ensembles ont d’ailleurs Ja puissance du continu et par 
suite deux quelconques d’entre eux ont méme puissance, Mais nous allons 
voir qu’il est trés aisé d’établir une correspondance univoque et réciproque 
entre les éléments de E, et de E,, tandis qu’il n’en est pas de méme si l’on 
considére F, et F;, bien qu’on soit assuré que ces ensembles ont méme 
puissance. 

Pour établir la correspondance entre les éléments de E, et ceux de E,, 
il suffit (cf. p. 8) de poser 

No.8 =B, 


sous la condition 


ies pete CEE 


Lorsqu’on donne a et 8, cette relation permet de calculer 7; si lon 
donne n, on prendra d’abord pour «+8 le plus grand nombre entier u 
vérifiant I’ inégalité 

uU(u+i 
u(u +t) Ss n, 
2 


ce qui revient a dire que, » étant la racine carrée a une unité prés par 
défaut de 8n+1, 2u+1 est égal 4 ¢ si 9 est impair et a » —1 si 9 est 
pair. 

Connaissant wu = a + f, la relation (a) donnera 


[ 
ea ae Oe ED 
2 


et on aura ensuite 8 = u —a. 

La correspondance entre les éléments de E, et ceux.de E, est ainsi trés 
simplement définie; mais il est aisé de se rendre compte que cette cor- 
respondance ‘transforme certaines séries E, divergentes pour toutes les 
valeurs de x et de y en séries E; convergentes pour certaines valeurs 


(*) Nous supposons que les centres des cercles de convergence coincident 
toujours avec Vorigine; il n’y aurait pas plus de difficultés A étudier les ensembles 
plus étendus (mais de méme puissance) qu’on obtient en les supposant arbi- 
traires. 
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de z. 1) suffit, en effet, de poser, par exemple, 


Axp = Magi logue. 


Mg,g étant un nombre compris entre 1 et 2, par exemple. En effet, si la 
série E, était convergente pour 2 = 2p, Y =Yo, la série 


by Aa,8 roe 


a,8 


serait convergente sous la seule condition que le nombre réel 7 soit infé- 
rieur a |2o| et a | yo|; or, en désignant par M, la somme des valeurs de 
Ma.8 pour a+ 8 = wu, cette série peut s’écrire 


uo 


»3 M,(logu)"r¥, 


w=1 


et il est manifeste qu’elle n’est convergente pour aucune valeur de r, les 
nombres M,, étant tous supérieurs a un. 
D’autre part, sil’on pose | 


Bn = Ma,g(logu)*, 
comme l’on a, par hypothése, oie 
Mag< 2, 
et, d’aprés (a), 
Ure a/n, 
on en conclut 
By < (logn +1)2%, 


et il en résulte aisément que la série 
ZB, 3", 


est conyergente pour | 3| <r. 

On verrait aisément que toute correspondance simple établie entre les 
éléments de Es et ceux de E, donne lieu aux mémes difficultés quand on 
considére F, et F,; la correspondance est alors en défaut pour certains 
éléments de l’un de ces deux ensembles; 4 chacun de ces éléments ne 
correspond aucun élément de | autre ensemble. 

Malgré ce grave inconvenient, la correspondance que nous venons dei 
réaliser est intéressante a cause de sa simplicité, et aussi de la propriété 
suivante, qui est évidente et qu’elle nest pas d’ailleurs la seule a poss¢der : 
ala somme de deux séries elle fait correspondre la somme des deux 
séries correspondantes (E;). Il est donc naturel de se demander si |’on 
ne pourrait pas s’en servir utilement, en se résignant a faire abstraction 
des éléments de F, auxquels ne correspond aucun élément de F2, Mais 


B. 9 
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nous allons rencontrer une autre difficulté; nous venons de remarquer que 
si, aux fonctions ¢i(z, y) et (2, y) correspondent respectivement les 
fonctions },(z) et Y2(z), a la fonction (x,y) + 92(7,7) correspondra 
la fonction },(z) + €t¥2(Z). Par suite, 4 la fonction 


(2, ¥) = Pi( TY) +E G2(%, Y)s 
correspondra la fonction 
(2) = Y1(4) + € Yo(4). 


Si nous supposons que € soit un-infiniment petit, nous pourrons étre 
tentés de dire que la fonction o(2, y) est infiniment voisine de la fonc- 
tion 91(x, y) et, par suite, d’énoncer le résultat suivant : A deux fonctions 
in finiment voisines 91(x, y) et 0(”, ¥) correspondent deux fonctions 
infiniment voisines ¥,(2) et ¥(z). Mais, en y regardant de plus prés, on 
se rendra compte que la définition que nous venons de donner implicite- 
ment est tout a fait arbitraire et que rien ne la justifie. Il est certain 
que, suivant le genre de recherches qu’on fera, il peut étre commode 
d’adopter telle ou telle définition des mots : fonctions infiniment vot- 
sines. Ce n’est point ici le lieu de discuter les diverses définitions qu’on 
pourrait proposer. Mais il nous semble que, si l’on ne se borne pas a con- 
sidérer la fonction au voisinage d’un point, il n’y a pas lieu de considérer 
le développement 


T+3-+ 327+... +€(1 + 23+ 427+ 823+...) 


comme infiniment voisin de celui qu’on obtient en faisant ¢ =o; car, 
quelque petit que soit ¢, dans le coefficient de z"(1+ ¢2”), c'est le second 
terme qui est le plus grand a partir d’une certaine valeur de 7. 

Une observation analogue s’appliquerait au: développement en série de 
la fonction 


e+ ee? 


Sans insister sur ces questions, on pressent la nature des difficultés qui 
se présenteront si l’on tient qu’a deux fonctions infiniment voisines corres- 
pondent deux fonctions infiniment voisines. Il faudra choisir les définitions 
d’une maniére convenable, en ayant soin cependant de n’y point mettre 
trop d’arbitraire. On y arriverait sans doute ici sans trop de peine; mais 
avec d autres classes de fonctions il pourrait en étre tout autrement; la pre- 
miére difficulté que nous avons signalée se présenterait d’ailleurs aussi (‘). 

Parmi les classes de fonctions qu’on pourrait ainsi considérer, on. peut 
citer l’ensemble des fonctions d'une variable réelle développables en série 


i) Cf. un intéressant Mémoire de M. Pincherle: Sur le calcul fonctionnel 
distributif (Math. Annalen, \. XLIX). 
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de Fourier : 


(F) a+ X(a,cosnxr + by siInnx); 
. = 

on peut citer aussi l’ensemble des fonctions continues d’une ou plusieurs 
variables réelles. Rour donner ces derniéres fonctions, il suffit de donner 
Jeur valeur pour les systemes de valeurs toutes commensurables des va- 
riables; ou, plus généralement, pour les points d’un ensemble dénombrable 
dense dans tout le domaine oi la fonction doit étre définie. Mais ces valeurs 
ne sont pas arbitraires : le fait que la fonction est continue les assujettit 
a des conditions d’une nature trés compliquée. 

Aussi l’établissement effectif d’une correspondance univoque et réci- 
proque entre les éléments de deux de ces nouveaux ensembles est un pro- 
bléme encore plus difficile que ceux dont nous avons parlé tout 4 l’heure 
On s’en rendra compte aisément en cherchant a établir une telle corres- 
pondance entre les fonctions continues d’une variable réelle, d’une part, 
et les fonctions analytiques d’une variable complexe, d’autre part. A plus 
forte raison aura-t-on des difficultés inextricables si l’on veut introduire 
la considération de fonctions infiniment voisines. 

Ces faits montrent combien la notion de puissance, malgré son utilité 
incontestable et son intérét, est peu riche en conséquences, parce que 
c’est, au fond, une notion trés superficielle. La puissance d’un ensemble 
concret est une de ses propriétés (1), mais c’est loin d’étre-la plus impor- 
tante. Aussi, sans méconnaitre |’intérét de ce résultat, par exemple: l’en- 
semble des fonctions analytiques de deux variables a méme puissance 


ee 


(1) La théorie des types ordinaux parait étre autrement riche que Ja théorie 
des puissances; mais elle parait aussi autrement difficile 4 édifier entiérement. 
Aussi ai-je renoncé a l’idée que j’avais eue primitivement d'y consacrer une Note; 
car j'ai craint d’étre a la fois trop long et trop incomplet' Pour donner quelque 
idée de l'objet de cette théorie, je citerai le théoréme suivant, di a M. G. Cantor: 
Soient deux segments de droite, de longueur égale a l’unité et sur chacun 
d’eux un ensemble dénombrable partout dense; on peut toujours numeroter 
les éléments de chacun de ces ensembles de‘maniére que la lettre a désignant 
les eléments du premier et la lettre b les éléments du second, la dispesition 
relative de a, et de a,, soit la méme que la disposition relative de b, et de b,,,. 

Il est nécessaire, évidemment, si l’extrémité droite, par exemple, de l'un des, 
segménts appartient a l’ensembie correspondant, qu’il en soit de méme de l’extré- 
mité droite de l’autre segment. J’ajouterai qu‘én peut, en modifiant légérement 
la démonstration de M. Cantor, compléter son théoréme en ajoutant que. ¢ étant 
un nombre positif quelconque donné a. l’avance, on peut s'arranger dé maniére 
que, quels que soient m et n, les segments a,,a, et b,,6, vertfient les inégalités 


I ec om Gn 


<i+¢ 


mn 


mais, bi¢n entendu, si e devient de plus en plus petit, on pourra étre obligé de 
modifier le numérotage 4 mesure que « variera. 
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que l’ensemble des fonctions analytiques d’une variable, on doit 
avouer qu’il est bien moins fécond en applications qu’on ne pourrait le 
croire d’abord, Il peut cependant, joint aux remarques qui précédent, 
nous aider a comprendre assez nettement le réle des fonctions arbitraires 
en Analyse. 


III. — La notion de fonction arbitraire. 


Dans bien des problémes qui se traduisent par des équations aux déri— 
vées partielles, et, cn particulier, dans bien des questions de Géométrie et 
de Physique mathématique, on est amené a dire que la solution générale 
dépend d’un certain nombre de fonctions arbitraires & un nombre déter— 
miné d’arguments. Par exemple, la solution générale du probléme de la 
déformation d’une surface renferme deux fonctions arbitraires d’une 
variable; la famille de Lamé la plus générale dépend de ¢rois fonctions 
arbitraires de deux variables. Quel sens doit-on attribuer a cette « termi- 
nologie qui a quelque chose d’un peu indéterminé (1) »? Si nous ne con- 
naissions pas les résultats établis dans le paragraphe précédent, nous 
aurions pu étre tentés de croire qu’elle exprime ceci : L’ensemble des 
surfaces applicables sur une surface donnée a méme puissance que 
l’ensemble-des systémes de deux fonctions arbitraires d’une variable. 


Ces fonctions arbitraires doivent d’ailleurs étre supposées continues (*) 


pour que la surface correspondante soit continue; et analytiques, si l’on 
veut borner le probléme 4 la recherche des surfaces analytiques. 

Cette proposition est incontestable, mais elle resterait exacte si nous 
remplacions dans son énoncé les mots une variable par les mots deux 
variables, ou trois variables; car l'ensemble des fonctions continues (ou 


analytiques ) de deux ou trois variables a méme puissance que l’ensemble — 


des fonctions continues (qu analytiques) d’une variable. La notion de 
puissance ne suffit donc pas pour justifier la maniére de parler qui nous 
occupe; nous allons en rechereher l’origine pour tacher de mieux en 
comprendre le sens. Cette origine est évidemment dans les théorémes 
d’existence des intégrales des équations aux dérivées partielles. Bornons— 
nous, pour plus de netteté, au cas des fonctions analytiques, dans lequel 
ces théorémes d’existence ont été mieux étudiés; des remarques analogues 
s’appliqueraient, mutatis mutandis, si l'on considérait des fonctions de 


variables réelles satisfaisant, ainsi que leurs dérivées, a des conditions de 
continuité convenables. 


an nNSIIENEnrereee pee a a a 


Ae) DarBoux, Lecons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées cur- 
vilignes, t. I, p. 3. 


(*) On doit aussi supposer vérifiées certaines conditions de continuité relati- 
vement a leurs dérivées. Mais nous n’avons pas a entrer ici dans ces détails, 
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Etant donnée une équation aux dérivées partielles, par exemple la 

suivante 
02% Oz 0s O%% O8z 

() ’ 


oxi =F(z, Tatas Sy) anby ay 
comment a-t-on été amené a dire que l’intégrale générale de cette équa- 
tion dépend de deux fonctions arbitraires d’une variable? Supposons, 


pour plus de netteté, que la fonction F soit une fonction analytique 
entiére des variables dont elle dépend et donnons-nous pour w =o les 


. ne oz. : 
développements en série de z et de — suivant les puissances de y, 


Ox 
2=Ayt+Ary+Asy?+..., 
2 0. 
( ) = = By+Biy +Biy?+... 


L’équation aux dérivées partielles(1) permettra alors de calculer toutes 
les dérivées partielles de z pour 7 =0, y =o et, si l’on pose 


1 ( 0%+B z ) —c 
a!B! \ ora oy8 J x=y=0 Sess: 
on pourra écrire 


(3) _ BS EDCy part y8. 


Les coefficients Cg,g sont des fonctions des A et des B, et d’ailleurs 
quels que soient les A et les B, le développement (3) satisfait formellement 
a Péquation (1); mais, d’aprés le théoréme de Cauchy, il est convergent 
dans le cas et dans le cas seulement ov les développements (2) le sont. 

Tl est clair que chaque systéme de séries (2) détermine une seule 
série (3) et réciproquement chaque série (3) détermine d’une maniére 
unique (!) le systéme des séries (2). Donc, l’ensemble des séries (3) a 
méme puissance que l’ensemble des séries (2), c’est-a—dire la puissance du 
continu; mais il est clair qu’on peut ranger les coefficients A et B de 
maniére qu’ils soient les coefficients d’une série unique, 4 une ou a'plu- 
sieurs variables. Si donc ils sont regardés comme des nombres tout 4 fait. 
arbitraires, il n’y a aucune raison pour rattacher l’ensemble des séries (3) 
a l’ensemble des séries (2), plutét qu’a l’ensemble des séries 


2=M, sx" y5, 


par exemple. Mais le théoréme de Cauchy nous apprend, et c’est 1a le _ 
point essentiel, que, parmi les développements (3), on obtient tous ceux 
gui sont convergents en choisissant les A et les B de maniére que les 


(") Il suffit, en effet, de faire z = o dans la série (3) et dans sa dérivée par rap- 
port a @ pour avoir les séries (7), 
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développements (2) sotent eux-mémes convergents. Nous arrivons donc 
au résultat suivant : Les conditions de convergence du développement 
formel de Vintégrale générale (développement formel qui renferme, 
quelle que soit la nature de l’équation aux dériyées partielles considérée, 
une infinité dénombrable de constantes arbitraires) sont identiques aux 
conditions de convergence des développements en série d'un nombre ~ 
déterminé de fonctions analytiques & un nombre déterminé d’argu- 
ments. 

Tel est le sens précis qu’on doit attribuer 4 lexpression : dépendre 
de p fonctions arbitraires de n variables. Il y aurait lieu de reprendre, 
acé point de vue, l’étude des diverses questions dans lesquelles cette 
expression s’imtroduit, de maniére a se rendre compte de la légitimité de. 
son emploi. 3 

Dans certains cas, dont plusieurs sont bien connus, il n’y a aucun incon- 
vénient a substituer une seule fonction.arbitraire d une variable a plusieurs 
fonctions arbitraires d’une variable (‘) : mais la question n’a pas été étudiée 
en général ; nous nous contentons de la signaler. _ 


-(*) Parmi les procédés qu’on peut émployer, en voici un qui est trés général, 
dans le cas des fonctions de variables réelles : il suffit de partager le domaine 
dans lequel la fonction donnée est définie, en plusieurs autres (qui peuvent étre 
en infinité dénombrable); on a ainsi-autant de fonctions que de domaines et 
' d'ailleurs, par une transformation simple, on peut étendre.le domaine dans lequel: 
chaeune d’elles est définie. 

Pour les fonctions de variable complexe développées en.sérié de Taylor, on peut 
écrire f(2)= 9(2?) + xy(z?) et faire correspondre a f(2).les fonctions 9 (y) 
et Y(y). Ces divers procédés peuvent d’ailleurs étre variés a l’infini. 


NOTE IV. 


LES POLEMIQUES SUR LE TRANSFINI 
ET SUR LA DEMONSTRATION DE M. ZERMELO. 


I. — A propos de I’ « infini nouveau » ('). 


Lorsque M. G. Cantor, il y a une vingtaine d’années, publia ses idées sur 
la numération des nombres plus grands que l’infini, le public mathéma- 
tique ne les accueillit pas sans quelque défiance. Néanmoins, bien des 
analystes furent frappés par la beauté de ces spéculations et ne se lais- 
sérent pas arréter par la forme, volontairement un peu paradoxale par 
endroits de l’exposition de M. Cantor. Aussi les applications de ces théories 
ne tardérent pas a se multiplier; en méme temps, ]’attention de tous ceux 
qui s’intéressent aux principes de la science mathématique fut éveillée et 
les idées nouvelles sont maintenant, si ]’on peut ainsi s’exprimer, devenues 
classiques, a la fois pour le public mathématiqne et pour le- public philo- 
sophique (?). 

Cependant, anions les nombreux travaux auxquels elles ont donné liéu, 
il me semble qu'on n’a pas, du moins a ma connaissance, mis nettement 
en lumiére ce qu'il y a de vraiment nouveau dans l’infini de M. Cantor, ou 
trans fini. Je voudrais montrer qu’il se pose, pour les rathiomticlenc: la 
question de savoir s il est légitime d’introduire un nouveau principe 
d’induction ou, si Von préfére, un nouveau mode de raisonnement. Je 
voudrais, en méme-temps, signaler cette circonstance aux. philosophes, 
dans l’espoir que Pobservation, appliquée 4 la formation de ce principe, 
permette d’éclairer d’un jour nouveau les discussions a@ priori sur l’origine 
de principes analogues. ~ 

Je ne supposerai pas connues les théories de M. Cantor; je me dispen- 


(*) Revue philosophique, 1899- 

(7) Je n’ai point a faire ici une Bibliographie compléte; comme indices de cette 
tendance des idées de M. Cantor a devenir classiques, citons simplement la Thése 
de doctorat és lettres de M. Couturat, ow elles se trouvent clairement exposées, la 
Thése de doctorat és sciences de M. Baire, ov elles sont utilisées presque 4 chaque 
page. Enfin, tout récemment, M. Evellin les a résumées et critiquées dans un 
remarquable article de la Revue philosophique auquel j’ai emprunté l’expression 
dinfint nouveau, mais sans y attacher le sens un peu ironique qu’elle a pour 


son-auteur. 
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serai d’ailleurs de les exposer, n’ayant besoin, pour mon but, que d’un 
théoréme de Paul du Bois-Reymond, dont j’indiquerai- tout d’abord 
Vénoncé. Les personnes qui connaissent les idées de M. Cantor reconnai- 
tront aisément comment l’exposition pourrait étre reprise en se plagant 
au point de vue du savant professeur de Halle; mais la voie que j’ai suivie 
me parait avoir l’avantage de donner aux raisonnements une forme plus 
concréte et, par suite, plus claire pour la majorité des esprits, J’espére 
d’ailleurs que ce mode d’exposition, dans lequel le nom de M. Cantor 
tiendra peu de place, n’empéchera personne de comprendre combien est 
grande l’importance de ses travaux et quelle influence leur lecture a eue 
sur le développement des idées que je vais tenter d’esquisser ici ('). 


Un théoréme de Paul du Bois-Reymond devant jouer un réle tout a fait 
essentiel dans ce qui suit, je vais tout d’abord essayer d’expliquer aussi 
clairement que possible en quoi il consiste. Les personnes familiéres avec 
les Mathématiques pourront se contenter d’en lire l’énoncé qui termine ce 
paragraphe (2). 

J'appellerai ici nombres exclusivement les nombres entiers positifs; la 
lettre x désignera l’un quelconque d’entre eux. Je désignerai par f(7) un 
nombre qu’on sait calculer lorsque l’on connait le nombre z; et f(z) sera 
dit une fonction de x. Par exemple, supposons que l’on convienne de 
désigner par f(x) le triple du nombre 2; on aura ainsi défini une fonction 
particuliére de x7; si x =3, f(x) =9; si wx =17, f(x) = 51. On écrira 
d’ailleurs, comme on sait, f(z) =32. La fonction f(2#) dont nous venons; 
de parler a la propriété suivante : si l’on donne a x des valeurs de plus en 
plus grandes, la fonction f(z) prend elle-méme des valeurs de plus en 
plus grandes; nous exprimerons ce fait en disant que la fonction f(z) est 
croissante. Si l’on inscrit sur une ligne horizontale les valeurs des nombres 
entiers, dans leur ordre*naturel, et, au-dessous de chacun d’eux, la valeur 
correspondante de la fonction f(z), on pourra affirmer que, sur la seconde 
ligne comme sur la premiére, un nombre quelconque est supérieur a tous 
ceux qui sont a sa gauche, et inférieur 4 tous ceux qui sont a sa droite: 


© 5) leg ISD fale cegliitee Og ree ee Tae eee 
CB) SBS IGN Qa 1D, aL ravers gt On teruee 


(*) Je tiens d’autant plus a faire cette observation que, faute d’ayoir insisté sur 
ce point dans un petit livre récent (c’est ala premiére édition de ce livre-ci qu’il 
est fait allusion), le choix d’un mode d’exposition autre que celui de M. Cantor. 
a amené certains lecteurs a croire que je n’attachais pas une haute valeur a ses 
travaux. Le meérite de l’inventeur subsiste toujours méme si, pour une raison ou 
une autre, la méthode qu’il a suivie pour arriver au but est abandonnée. 

(7) Voir haut Note II. 


oS al TS ie 
Pe Ne 
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Eo meme temps quelafonction f(z) que nous venons de considérer, et 
qu’on désigne par l’écriture 32, considérons la fonction 42x; c’est-a-dire 
le quadruple de z. J] est clair que, quel que soit le nombre x, le nombre 4x 
est plus grand que le nombre 32; par exemple, si 2 =10, 32 = 30 et 
4x = 40. Nous exprimerons ce fait en disant que la fonction croissante 
4x est plus grande que la fonction croissante 3x. C’est une convention 
de seater ee uerstderons maintenant le carré de 2, ou produit de x par 
lui-méme ; c est aussi une fonction de x, qu’on désigne par ?; nous allons 
la comparer avec la fonction 42. Pour cela nous écrirons sur une premiére 
ligne horizontale les valeurs successives du nombre z, puis, au-dessous, 
les valeurs correspondantes de 4 et, encore. au-dessous, les valeurs cor- 
respondantes de x?, Nous obtenons ainsi le Tableau suivant : 


ae ie Aare ER EY Re Sa ee oe; TOO} er eviacast 
Retr A ayo 225)" TO} 620 tel 24 aR Sa, oS, 400, ...3 
Foun ; ; 

Wee hee gs 16, 25, 36)! Gg 54 64 5.°<..,..5) 10000,5. :.. 


On voit que les nombres de la troisiéme ligne (ou valeurs de z*) sont 
d’abord plus petits que ceux de la seconde (ou valeurs de 42x), mais qu’ils 
deviennent ensuite plus grands, et l'on se rend compte sans peine que 
plus z devient grand, plus x? dépasse 4x. Nous conviendrons encore de 
dire que la fonction x? est plus grande que la fonction 42x, bien que le 
nombre zx? ne soit pas toujours plus grand que le nombre 4z; il nous 
suffit que cela ait lieu @ partir d’une valeur de x (pour préciser ici, 
lorsque x dépasse 4). Cette définition étant admise, considérons la suite 
des fonctions croissantes qu’on obtient en multiplant 2 par les nombres 
entiers successifs, pris dans leur ordre naturel, c:est-a-dire la suite des 


fonctions : 
(ay Bie TPAD) VOR ie > MOOR; ve an, 


Cette suite (x) doit étre regardée comme indéfinie, de méme que la suite 
naturelle des nombres entiers; elle a, de plus, une des propriétés capitales 
de cette derniére suite; chacune des fonctions (x) est plus grande que 
celles qui sont écrites 4 sa gauche. Mais voici une propriété de la suite («) 
qui n’a pas d’analogue pour la suite naturelle des nombres entiers : On 
peut trouver une fonction croissante plus grande que toutes les fonc- 
tions de la suite (a). On constate, en effet, aisément, que la fonction za 
cette propriété. II importe ici d’éviter toute confusion. Lorsqu’on donne 
a @ une valeur déterminée, par exemple, 2 = 50, x2? a une valeur déter- 
minée (ici 2500); d’autre part, les fonctions (a) ont une suite de valeurs 


de plus en plus grandes, 


50, 100, 150, 200, 250, ..., 5000, ..., 


parmi lesquelles il y en a une infinité dépassant la valeur de z?. Mais 
donnons-nous a I’avance une fonction de la suite (a) c’est-a-dire, choisis- 
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sons dans cette suite une fonction déterminée, par exemple 10007. Quelle 
que soit la maniére dont nous l’ayons choisie, nous pourrons affirmer 
que la fonction x? est plus grande, c'est-a-dire la dépasse 4 partir d’une. 
certaine valeur de x (ici, 4 partir de z = 1000). Cette valeur de 2, il est 
vrai, varie lorsque la fonction choisie varie elle-méme; ii nous suffit qu’elle 
existe toujours pour que notre énoncé: la fonction x? est plus grande 
que toutes les fonctions (a), ait un sens bien précis. 

Supposons maintenant que nous ayons une suite indéfinie de fonctions 
de x analogue a la suite (a), c’est-a-dire telle que chaque fonction de la 
suite soit plus grande que les précédentes. 

Soit : : 


(B) Sfi(*), S2(2), f3(2), Si(z), Pires) g Sioo(2), ores 


cette suite; le théoréme de Paul du Bois-Reymond est le suivant : fl 
existe une fonction plus grande que toutes les fonctions de la suite (8). 
.De plus, la démonstration, que nous omettons, indique le moyen de 
trouver cette fonction. Par exemple, si les fonctions (2) sont les puis- 
sances successives de 2, c’est-a-dire si l’on a 


file)y=a, Ji(ej=axerase, f(x) = aexerxzer=23, 
fOHAKERKOXK S80, Of (ar Xene ke x2H=s', Shan 


on verra facilement que la fonction 10%, c’est-a-dire le produit de x fac- 
teurs égaux a 10 satisfait 4 la condition requise, c’est-a-dire est plus grande 
que chacune des fonctions 


Dy St, GF, Bt, oF) Le, OOS 


Pour se convaincre, par exemple, que la fonction ro est plus grande 
que 219, il suffit de remarquer que, pour x = 1000, 1o* est égal a l’unité 
suivie de 1000 zéros, tandis que xr! est égal seulement a l’unité suivie de 
300 zéros. 

Mais ce résultat particulier n’est pas ce qui nous importe; ce qui fait le 
plus grand intérét du théoréme de Paul da Bois-Reymond, c’est qu’il 
s’applique, guedle que soit la suite (8). On peut l’énoncer en disant que : 
Etant donnée une suite indé finie guelconque de fonctions croissantes(*), 
il existe une fonction croissante plus grande que chacine d’elles. 
C’est sur cet énoncé que reposent toutes les considérations qui suivent; 
jespére l’avoir rendu clair. 


Ii. 


Il _n’est cependant pas inutile de préciser un peu le sens d’un mot qui 
figure dans netre énoncé, celui de la suite indéfinie. Nous avons, dans: le 


(*) 1) west méme pas nécessaire de supposer les fonctions rangées de telle ma- 
aiére que chacune soit plus grande que les précédentes. 
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paragraphe précédent, considéré des suites telle que (a), (8), se termi- 
nant par des points de suspension; la signification d’une telle écriture 
était d’ailleurs sans doute claire pour tous nos lecteurs; les suites ainsi 
écrites doivent étre considérées comme prolongées indéfiniment, @ la ma- 
niére de la suite naturelle des nombres entiers. La conception que nous 
en avons est donc précisément aussi claire, ni plus, ni moins, que notre 
conception de cette suite natutelle. Ce n’est point ici le lieu de discuter 
Vorigine ni les fondements de cette conception; indiquons seulement, ce 
point ayant pour nous grande importance, que beaucoup de questions 
relatives 4 la suite naturelle des nombres entiers se raménent a la sui- 
vante : la proposition fondamentale aprés tout nombre entier il y ena 
un autre, suffit-elle & nous donner la conception de cette suite? ou, en 
d’autres termes, cette conception renferme-t-elle, ou non, quelque chose 
de plus que la proposition fondamentale ? 

‘Mais revenons a la suite (8); quand on veut préciser la propriété qu'elle - 
posséde de ressembler a la suite naturelle des nombres entiers, on dit 
souvent qu’elle est dénombrable; cela signifie qu’an peut attribuer a cha- 
cune. des fonctions qui la composent un numéro d’ordre, et dénombrer 
ainsi l'ensemble de ces fonctions au moyen des nombres entiers sucessifs : 


fey SE eT | eae ncgmal 88 ie rat ee 


L’étude des suites dénombrables est fort importante en Mathématiques ; 
parmi les propositions qu’on rencontre dans cette étude, l’une des pre- 
mieres, et non la moins importante est la suivante : Lorsqu’on a plusieurs 
suites dénombrables, on peut ranger leurs éléments de maniére a n’en 
former qu’une seule. Par exemple, si l’on a les deux suites 


Q;, Ag, G3, Ab, «++, 4100) +. 05 


64, bs, b3, bs, seg 53005 ey ; 


= 


il suffira d’écrire comme il suit les éléments dans une suite unique : 


A, bi; ae, be, a3, bs, +++). B100> 5100) Sreisens 
Tee At Saw AW Oye Oy © Seay 23905 200): ohm <5 


-au-dessous de chaque élément, nous avons écrit le numéro d’ordre qu'il 
prend dans la nouveile suite. 


If. 


Ces préliminaires établis, nous pouvens aborder le probléme suivant : 
Chercher @ former une suite de fonctions croissantes de plus en plus 
grandes. Remarquons tout de suite l’analogie de ce probléme avec celui 
qui se pose au début de Ja numération : Former des nombres entiers de 
plus en plus grands. Ce dernier probléme se résout a aide du principe 
que nous rappelions tout a l'heure: Aprés tout entier, ily en a un 
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autre; c’est le théoréme de Paul du Bois-Reymond qui, dans la numé- 
ration des fonctions croissantes, remplacera pour nous ce principe. 

Voici donc comment nous procéderons; nous partirons d’une fonction 
croissante déterminée, par exemple z?; il n’est pas difficile, en partant de 
cette fonction, de former une suite indéfinie de fonctions croissantes 
de plus en plus grandes (!), Cette suite étant obtenue, le théoréme 
de Paul du Bois-Reymond nous fournit une fonction plus grande que cha- 
cune des précédentes; nous pouvons partir de cette nouvelle fonction pour 
former une suite indéfinie de fonctions de plus en plus grandes, appliquer 
a cette nouvelle suite le théoréme, partir de la fonction ainsi obtenue 
pour former une nouvelle suite, et continuer ainsi indéfiniment. 

D’aiileurs, continuer indéfiniment signifie que nous aurons a appliquer 
notre théoréme une premiére fois, puis une seconde, puis une troisiéme, etc.; 
nous sommes conduits chaque fois 4 une fonction plus grande que toutes 
les précédentes. Or, les fonctions ainsi obtenues forment une suite dénom- 
brable; nous pouvons donc appliquer encore a cette suite le théoréme, et 
obtenir ainsi une fonction encore plus grande, etc. On voit que |’appli- 
cation de ces procédés n’a pas de limite, mais il importe de bien com- 
prendre ce qu'il faut entendre par 1a, car c’est le point capital dans cet 
article. Lorsque nous appliquons un procédé, quel qu’il soit, indé finiment, 
nous entendons par la que nous l’appliquons une fois, deux fois, trois 
fois, etc., bref, aussi longtemps qu’il y a des nombres entiers. Les résultats 
obtenus se présentent donc sous la forme d’une suite analogue a la suite 
des nombres entiers; nous n’en atteignons pas l’extrémité, mais nous avons, 
ou croyons avoir, une conception nette d’une telle suite. 

Dans la numération des fonctions croissantes, nous ne pourrons 
jamais nous arréter a une telle suite; car, d’aprés le théoréme fonda- 
mental, lorsque nous aurons une telle suite dénombrable de fonctions, 
nous pourrons trouver une fonction plus grande (7). De méme que, étant 
donné un nombre limité de nombres entiers, il existe un nombre entier 
plus grand que chacun d’eux; de méme, étant donnée une suite dénom- 
brable quelconque de fonctions croissantes, il existe une fonction crois- 
sante plus grande que chacune d’elles. On peut dire aussi que Ja numération 
des entiers n’est pas /imitée, et que la numération des fonctions croissantes 


(*) L’un des procédés les plus commodes pour arriver 4 ce but est l’itération, 
gest-a-dire la répétition indéfinie de la méme opération. Notre premiére fonc- 
cion étant z?, c’est-a-dire le carré de z, nous pourrons prendre pour la seconde 

‘le carré du carré de z, pour la troisiéme le carré du-carré du carré de z, pour la 
quatriéme le carré du carré du carré du carré de wz, et ainsi de suite. I! est clair 
qu’on obtient ainsi des fonctions de plus en plus grandes et qu’on peut continuer 
indéfiniment, .c’est-a-dire aussi longtemps qu’il y a des nombres entiers. 

(?) Pour démontrer rigoureusement ce dernier résultat, il faut se servir de cette 
proposition, d’ailleurs aisée 4 établir, qu’un ensemble dénombrable d’ensembles 
dénombrables est lui-méme dénombrable. Mais ce sont 1a des questions tech- 
niques ici sans importance. 
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n’est pas dénombrable, c’est-a-dire ne peut étre réalisée au moyen de 
suites indéfinies analogues 4a la suite naturelle des nombres. 

Voici maintenant la question qui se trouve posée aux mathématiciens ; 
nous tacherons d’indiquer ensuite quel intérét elle a pour les philosophes. 

L'un des procédés de raisonnement les plus employés en Mathématiques 
est induction, par passage de n &4n-+1. On vérifie qu’une proposition 
est exacte si les nombres entiers qui figurent dans son énoncé sont assez 
petits; on démontre ensuite qu'elle subsiste si l’un quelconque de ces 
nombres augmente d’une unité et l’on en conclut qu’elle est vraie pour 
des entiers quelconques, car par des augmentations successives d’une 
unité, un nombre entier peut devenir aussi grand qu’on veut ('); c'est 
d’ailleurs dans l'emploi du mot guelconques que réside l’induction: c'est 
ce mot qui transforme la proposition particuliére dont on est parti en une 
proposition générale. a 

Cela étant rappelé, la question dont nous voulions parler est la sui- 
vante : Y a-t-il lieu d’admetitre un nouveau mode d’induction s’éten- 
dant, non plus seulement a la suite dénombrable des nombres entiers, 
mais @ la suite non dénombrable des fonctions a croissance de plus 
en plus grande? 

On peut donner d'ailleurs 4 cette question des formes trés diverses, 
mais au fond équivalentes. On peut, par exemple, demander simplement 
si nous pouvons avoir la conception de la suite non dénombrable des 


fonctions croissantes de plus en plus grandes. La difficulté qwil y aa 


acquérir cette conception tient a ce que tout procédé déterminé de for- 
mation. de cétte suite, par cela seu! qu’il s’exprime au moyen d’un nombre 
fini de mots, ne conduit qu’a une suite dénombrable; mais, d’autre part, 
le théoréme de Paul du Bois-Reymond nous apprend a dépasser cette 
suite dénombrable une fois formée. {l y a 1a une antinomie. que !’analyse 
parait impuissante a résoudre; il ne parait cependant pas douteux que le 
développement ultérieur des Mathématiques ne conduise nécessairement 
a faire un choix, c’est-a-dire 4 admettre ou a proscrire le trans fini (ou 
infini non dénombrable),’ 

Si on.le proscrit, pour_la raison que nous ne pouvons en avoir une 
conception claire, ce sera un argument trés fort pour ceux qui prétendent 
que notre conception de la suite indéfinie des nombres entiers renferme 
quelque chose en plus de la simple remarque : Aprés tout entier, il y ena 
un autre. Car si cette remarque suffisait 4 donner la notion de l’infini 
dénombrable, le théoréme de Paul du Bois-Reymond devrait suffire 4 
nous donner Ja notion du transfini. 

Si, au contraire, on admet la notion du transfini, on se trouve avoir 
eréé véritablement un infini nouveau et l'étude des procédés par lesquels 
cette création d’une notion nouvelle aura été obtenue et légitimée parait 
pouvoir présenter de l’Intérét pour le philosophe. 


(1) Cf. H. Poincare, De la nature du raisonnement mathématique (Revue: 
de Métaphysique et de Morale, 1892). 
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Je me contenterai de ces indications, ne voulant pas aborder le fond de 
“da question; d’ailleurs, 4 mon sens, telle ou telle opinion personnelle ne 
peut avoir, en cette matiére, une trés grande importance. Ce qui est 
important, c’est la solution que les progrés de la Science améneront les 
mathématiciens a adopter unanimeément : car se sera un fait. 


II. — L’antinomie du transfini (‘). 


La lecture de l’article publié récemment ici méme par MM. Evellin 
et Z. (?) m’a montré que, dans les quelques pages que j’ai écrites sur 
Vin fini nouveau (*) ou trans fini, le passage le plus important n’est pas. 
suffisamment clair. If me parait done utile de chercher a élucider défini- 
tivement la maniére dont se présente, en Mathématiques, la notion du 
transfini; j’ajouterai ensuite quelques observations sur les conséquences 
qui me paraissent en découler relativement a Vorigine psychologique de 

_la notion de l’indéfini.. Cette seconde Partie, qui n’avait pas d’analogue 
dans mon premier article, écrit 4 un point de vue exclusivement mathé- 
matique, pourra peut-étre utilement donner lieu a discussion. 


Rappelons d’abord l’énoncé d’un théoréme de Paul du Bois-Reymond, 
qui joue un réle essentiel dans tout ceci et que nous appellerons, pour 
abréger, le théoréme fondamental: Etant donné un ensemble dénom- 
brable queiconque de fonctions croissantes, il existe une fonction 
croissante plus grande que chacune d’elles. D’ailleurs, parmi les diffé- 
rents termes qui figurent dans cet énoncé, les seuls dont il soit essentiel 
de connaitre le sens précis sont ceux d’ensemble dénombrable; il est 
inutile de rappeler les définitions des autres; le lecteur pourra les trouver 
dans les articles déja cités. Mais, pour éviter toute confusion, rappelons 
qu'un ensemble dénombrable est un ensemble tel qu’on puisse faire 
correspondre ses éléments aux nombres entiers positifs, de telle maniére 
qu’a chaque élément corresponde wn entier positif déterminé et a chaque 
entier positif um élément déterminé. D’ailleurs, on dira qu’un tel ensemble 
est donné lorsque, sil’on prend au hasard un entier positif guelconque, 
par exemple 22315, il est possible, par des opérations en nombre limité, 
de déterminer d’une maniére précise I’élément de l’ensemble qui corres- 
pond au nombre 22315, 

Cherchons maintenant a former une suite de fonctions croissantes de plus 


{') Revue philosophigue, goo. 
(*) Lbid., février 1900. 
(*) Ibid., octobre 1899 (reproduit dans le premier paragraphe de cette Note). 
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en plus grandes, En partant d’une fonction déterminée, on peut aisément, 
par Vitération, comme je l’ai expliqué dans mon premier article, obtenir 
une premiére suite dénombrable de fonctions de plus en plus grandes. En 
appliquant a cette premiére suite le théoréme fondamental, on obtient 
une fonction plus grande que les précédentes et, en la prenant comme 
« terme de téte », on en déduit une seconde suite dénombrable, a laquelle 
on applique de nouvean le théoréme fondamental, ce qui donne une nou- 
velle fonction plus grande que les précédentes et qui peut servir de nou- 
veau terme de téte, etc. 

Si d’ailleurs on entend par « etc. » qu’on répéte la méme opération une 
infinité dénombrable de fois, on obtiendra une infinité dénombrable de 
termes de téte et ensemble total des fonctions obtenues sera dénombrable, 
en vertu d’un théoréme connu que j’avais seulement énoncé dans mon 
article, mais dont MM. Evellin et Z. ont donné une démonstration trés 
claire (1). 

Nous avons donc obtenu un ensemble dénombrable de fonctions crois— 
santes ; cet ensemble est d’ailleurs donné, au sens précisé plus haut. Dés 
lors, et cest la le point capital, nous pouvons appliquer a cet ensemble 
le théoréme fondamental, c’est-a-dire trouver une fonction plus grande 
que toutes les précédentes. I] n’est donc pas possible de se borner a consi- 
dérer ces derniéres. 

Il est inutile de fatiguer le lecteur en répétant toujours les mémes mots : 
Papplication des procédés précédents est indéfinie. D’ailleurs, tels procédés 
déterminés qu’on voudra, appligi “s 4 une infinité dénombrable de fois, ne 
conduiront jamais qu’a un ensemble dénombrable. Seulement, une fois 
cet ensemble obtenu, on pourra le dépasser par une application nouvelle 
du théoréme fondamental.- 

il y a la une antinomie tout a fait analogue 4 celle qui se présente 
lorsqu’on cherche a former les nombres entiers successifs; en appliquant 
un nombre iimité de fois un mode quelconque de formation, on n’aura 
jamais qu’un nombre dimité d’entiers.: on ne peut pas créer l’illimité avec 
le limité, l’infini avec le fini. Mais cependant, on ne peut pas dire que la 
suite des nombres entiers soit limitée, puisque aprés tout entier il y en a 
un autre. 

De méme, il n’est pas possible de créer le non-dénombrable avec le 
dénombrable (ou, si l’on veut, le transfini avec l’indéfini). Mais cependant 
on ne peut pas dire que la suite des fonctions croissantes soit dénom- 
brable, puisque le théoréme fondameatal permet de dépasser toute suite 
dénombrable a laquelle on pourrait étre tenté de se borner. 

Les mathématiciens ont donné depuis longtemps, 4 l’antinomie relative 
a la suite des nombres entiers, uné solution de fait, complétement indé- 
pendante des questions métaphysiques qui peuvent y étre fiées. Ils se 
servent de la suite indéfinie des nombres entiers, comme si cette suite 


(1) Revue philosophique, 1900, p. 137. 
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existait réellement dans son ensemble (!) et, pour que cette maniére de 
procéder soit légitime, il suffit qu’elle leur rende des services, ce que nul 
ne peut nier. 

De méme, le développement ultérieur des Mathématiques conduira 
peut-étre a introduire dans les raisonnements une suite transfinie de fonc- 
tions croissantes de. plus en plus grandes. A partir de ce moment, le 
transfini aura conquis droit de cité en Mathématiques, au méme titre que 
Pindéfini. ; 

Sans vouloir trancher la question soulevée par ce peut-étre on peut 
faire les remarques suivantes : Si la proposition « aprés tout entier, il y en 
a un autre » suffit a légitimer l’introduction de l’indéfini, le théoréme fon- 
damental doit suffire a légitimer l’introduction du transfini. On a donc le 
choix entre deux alternatives: proscrire Je transfini, mais admettre que 
la notion de l’indéfini, telle qu’elle est utilisée en Mathématiques, renferme 
quelque chose de plus que la proposition « aprés tout entier il y en a un 
autre »; ou bien, niant ce dernier point, admettre un infini nouveau, le 
transfini essentiellement distinct de l’indéfini. 


II. 


Jabandonne maintenant le terrain du raisonnement mathématique pour 
celui de la controverse philosophique, qui est loin de m’étre aussi familier, 
comme on s’en apercevra sans doute. Pour éviter toute confusion, je crois 
devoir commencer par déclarer que je ne m’occupe nullement de ce qu’on 
peut appeler la notion métaphysique de lin fini, c’est-a-dire de la question 
de savoir s'il peut correspondre quelque réalité 4 notre concept de l’infini. — 
Je voudrais me contenter de dire quelques mots d’un probléme purement 
psychologique, qui peut s’énoncer ainsi: Ja notion de Vindéfini, ou infini 
dénombrable, est, pour les mathématiciens, une notion parfaitement claire 
et ne donnant lieu, lorsqu’ils parlent entre eux, a aucune ambiguité; il 
n'y a donc pas lieu de discuter la vérité de cette notion, en tant que 
notion; elle est vraie par cela seul qu’elle existe; mais on peut rechercher 
Vorigine psychologique de son existence, c’est-a-dire chercher a l’expliquer 
par des notions plus simples ou tout au moins plus primitives. 

I] n’est pas contestable qué la remarque : aprés tout entier il y en a 
un autre, manifestement antérieure a l’acquisition de la notion de l’indé- 
fini, n'ait joué un rdle essentiel dans la formation de cette notion. Toute 
la question est de savoir si elle suffit, a elle seule, & expliquer cette for- 
mation, ou sil faut y ayouter quelque chose, et, dans ce dernier cas, quelle 
chose ? 


(‘) Par exemple, on dira que l’équation sinz.z = 9 admet comme racine tous’ 
les nombres entiers, et la considération simudtanée de toutes ces racines donne 
l'expression de la fonction sous forme de produit infini, 


cS a oe” 5 
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On pourrait faire observer que, soit dans l’histoire de la Science, soit 
dans celle de chaque esprit, il s’écoule, en fait, un temps considérable 
entre le moment ov la remarque peut étre faite et celui ov la notion de 
Vindéfini peut étre comprise. Mais il est facile d’objecter a cela que, si 
quelque réflexion et quelque maturité d’esprit sont nécessaires ‘pour 
acquérir la notion, aprés avoir fait la remarque, cela ne suffit pas 4 prouver 
que cette acquisition exige l’addition d’un élément étranger. N’insistons 
donc point sur cet argument. 

Mais on peut tirer de notre étude du transfini un argument plus sérieux : 
il ne semble pas, en effet, que la connaissance du théoréme fondamental 
‘suffise pour donner une notion nette du transfini. Du moins, tous ceux 
dont linstruction mathématique est assez avancée pour qu’ils comprennent 
ce théoréme aussi clairement que chacun comprend qu’aprés chaque 
entier il y en a un autre, n’ont pas en commun une notion du transfini, 
aussi claire que Ja notion qu’ils ont de l’indéfini, c’est-a-dire telle qu’ils 
puissent se comprendre entre eux lorsqu’ils en parlent, sans aucune chance 
d’erreur, Par exemple, les uns consentiront volontiers A raisonner sur des 
suites transfinies réalisées, de méme qu on raisonne 4 chaque instant sur 
des suites indéfinies réalisées (indépendamment de toute hypothése méta— 
physique, répétons-le), tandis que d'autres se refuseront a ces raisonne- 
ments, 

La question est maintenant de savoir si ces derniers sont dans leur 
droit, ou bien s’ils se trouvent vis-a-vis du transfini dans une situation 
analogue a celle d’un enfant qui vient d’apprendre la numération, a qui 
on expliquerait ce qu’est un ensemble dénombrable et qui aurait quelque 
peine a le comprendre. Cette derniére hypothése doit étre adoptée par 
ceux qui prétendent que la notion de l’indéfini ne contient rien de plus 
que la remarque : aprés tout entier il y en a un autre; ils doivent 
admettre aussi que le théoréme fondamental suffit 4 donner la notion du 
transfini. Sans prétendre trancher une question qui, 4 mon avis, ne sera 
résolue définitivement que par l’abservation des faits, c’est-a-dire par 
Vétude du développement ultérieur des Mathématiques, je voudrais in- 
diquer les raisons pour lesquelles ceux qui se refusent 4 considérer la 
notion du transfini comme actuellement aussi claire que celle de l’indé- 
fini me paraissent étre dans le vrai. Je ne. nie pas d’ailleurs qu'elle ne 
puisse le devenir; si ce résultat est atteint un jour, l’étude des procédés 
par lesquels l’esprit sera arrivé a ce résultat me parait devoir étre trés 
intéressante; il n’y a, en effet, péut-étre pas d’exemple d’une autre cir- 
constance ou l’on ait pu ainsi observer le fonctionnement de l’esprit cher- 
chant a acquérir une notion abstraite nouvelle, et a créer en méme temps 
un mode de raisonnement nouveau. 

Que faut-il done ajouter a Ja remarque « aprés tout entier il y en a un 
autre» pour acquérir la notion de l’indéfini? Ceci, je crois : l’opération 
par laquelle l’addition d’une unité permet ayec chaque entier de former 
J’entier suivant peut étre indéfiniment considérée comme étant, a un cer- 
tain point de vue, Ja méme. [I est clair, en effet, que ce n’est pas, en sot, 
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la méme chose d’ ajouter 141 pour obtenir 2, ou d’ajouter 1 42 pour 
obtenir 3. On ne peut méme pas prétendre qu’on est naturellement 
conduit 4 regarder comme identiques l’opération par laquelle on passe 
de 142 et celle par laquelle on passe de 2 43; tout dépend du point de 
vue sous lequel on le considére (1). D’autre part, étant donnée une infinité 
(dénombrable) d’opérations telles que chacune conduise d’un nombre 
donné a un autre nombre donné, on prouve aisément qu’on peut trouver 
une formule mathématique assez générale pour les donner toutes, c’est- 
a-dire que, en un certain sens, on peut considérer toutes ces opérations 
comme identiques. Mais ce résultat n’est obtenu que par des raisonnements 
compliqués, tandis que l’esprit apercoit immédiatement que |’opération 
par laquelle on passe d’un entier a l’entier suivant peut, 4 un certain point 
de vue, étre indéfiniment considérée comme la méme. 

La question n’est d’ailleurs pas résolue complétement, puisque nous 
avons dd faire entrer le mot indé finiment dans notre explication; elle est 
seulement déplacée. Il nous faut chercher 4 comprendre comment, avant 
d’avoir Vidée de l’indéfini, on peut concevoir comme identiques des opéra- 
tions en nombre indéfini. Cela ne peut évidemment se produire que par la 
connaissance d’une propriété commune 4 ces opérations, propriété indé— 
pendante de leur nombre. 

C’est donc dans les propriétés fondamentales de l’addition (commutati- 
vité, etc.) que nous trouvons l’origine de la notion d’indéfini. Nous ne 
nous étendrons pas sur les développements mathématiques qui trouveraient 
ici leur place; rappelons seulement les travaux de M. Drach, et notamment 
sa Thése (2), dans laquelle il montre comment on peut construire les. 
Mathématiques en partant seulement des propriétés des Cpa fonda- 
mentales : addition, multiplication, différentiation. 

Ii ne reste qu’une difficulté 4 résoudre : Comment s’apergoit-on que 
Yopération addition, définie par ses propriétés fondamentales, est la méme 
que l’opération addition par laquelle on passe de chaque entier au sui- 
vant ? Nous nous contenterons de dire que c’est une vérité qui s’impose 
‘a Tesprit de chacun de nous; ce serait sortir de notre sujet que d’inter- 
venir dans les discussions, de nature métaphysique, auxquelles la question 
de savoir pourquoi il en est ainsi a depuis longtemps donné lieu, sous une 
forme a peine différente. 

_ Contentons-nous d'avoir constaté que, pour acquérir Ja notion de l’indé- 
fini, telle qu’on en use en Mathématiques, il faut ajouter quelque’ chose a 


(*) Par exemple, si l’on a trois cordes, telles aue la seconde effectue deux vibra- 
tions pendant que la premiére en effectue une, tandis que la troisiéme en effec- 
tue trois, tandis que la seconde en effectue deux, on sait que la seconde donne 
Voctave de la premiére, tandis que la troisiéme donne la quinte de la seconde. II 
nest done pas naturel de dire qu’il y a le méme intervalle entre les deux pre- 
miéres. qu entre les deux derniéres. 


(7) Essai sur une théorie generale de Vintégration et sur la classification 
des transcendantes ( Annales del’Ecole Normale, 1898). 


LES POLEMIQUES SUR LE TRANSFINI. ‘147 


la remarque d’aprés laquelle chaque entier est suivi d’un autre. On voit 
_dés lors ow git la difficulté dans l'antinomie du transfini; il s'agit d’arriver 
a comprendre nettement @ guel point de vue les applications successives 
qu'on fait du théoréme fondamental peuvent étre regardées comme étant 
la méme opération (1). De méme, dans !’étude du continu, if n’y a aucune 
difficulté tant qu’on reste au point de yue purement géométrique; les 
points d’une droite, par exemple, sont tous identiques, car ils ont tous les 
mémes propriétés générales; les difficultés ne se présentent qu’avec 
les définitions arithmétiques, car la connaissance de ces propriétés géné- 
rales communes est alors moins aisée. 


III. — Le continu bien ordonné d’aprés M. Zermelo. 


On dit qu’un ensemble est ordonné, si l’on a établi entre ses éléments 
des relations telles que, a et 6, étant deux éléments quelconques, on puisse 
dire que l'un d’eux a est avant b, ce qu’on écriraa <b ov b >a; les 
relations a< 6 et 6< c doivent entrainer a < c. On dit en outre que l’en- 
semble E est bien ordonné si, étant donné un ‘sous-ensemble quel- 
conque E’, il y a dans E’ un élément a situé avant tous les autres éléments 
de E’. 

Lensemble des nombres compris entre o et 1 est ordonné puisqu’on 
peut convenir de regarder a comme situé avant 6 si a est plus petit 
que , au sens arithmétique; mais cet ensemble n’est pas bien ordonné, 

_car, si on considére les nombres supérieurs 4 0,5 comme formant un 
Sse E’, il n’y a pas pelement de E’ qui soit inférieur a tous les 
autres. 

Le type des ensembles bien ordonnés est fourni par les nombres trans- 
finis de M. Cantor; nous avons indiqué comment on peut définir les pre- 
miers nombres de la seconde classe et essayer de concevoir les autres 
nombres de la seconde classe; certains théoriciens des ensembles vont 
plus loin et désignent par la lettre hébraique aleph (3g) affectée d’indices 
successifs, les puissances des classes successives. Aleph-zéro est alors la 
puissance des ensembles dénombrables (leur nombre cardinal), aleph-un, 
la puissance des nombres de la seconde classe de M. Cantor, etc. 

La question de savoir si la puissance du continu est exprimable par un 
aleph (d’indice connu ou inconnu) a été posée par M. Cantor depuis 
longtemps; elle parait équivalente au probléme suivant : Je continu 
peut-il étre bien ordonné ? 


“(Q) Voyez Particle bien connu de M. Poincaré : De la nature du raisonnement 
mathématique ( Recue de Métaphysique et de Morale, 1893). La considération 
’ de V'indéfini y est ramenée a une induction d’une nature particuliére qui constitue 
Vessence méme du raisonnement mathématique. La question que nous avons poste 
se raméne alors & celle-ci: doit-on admettre une nouyelle induction, s‘étendant, 
non plus seulement jusqu’a l'infini, mais jusqu’au transfini ? 
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D’un point de vue idéaliste, on peut concevoir que tout ensemble puisse 
étre bien ordonné, puisqu’il suffit de choisir successivement dans cet 
ensemble des éléments auxquels on assignera comme rangs les nombres 
transfinis successifs; si lon admet que la numeration des nombres 
transfinis n’a pas de limite, on peut concevoir que l’on arrive ainsi, au 
moins idéalement, a épuiser tout ensemble. Les objections contre cette 
« démonstration » ont déja été discutées et il est inutile d’y insister a 
nouveau. C’est pour y échapper que M. Zermelo a donné une autre 
démonstration du fait que tout ensemble peut étre bien ordonné; la 
démonstration de M. Zermelo remplace les choix successifs dont il vient 
d’étre question par des choix indépendants, pouvant ainsi étre concus 
comme simultanés; mais nous allons voir que ces choix sont « trans- 
finiment » plus nombreux et que, en réalité, la démonstration de M. Zer- 
melo n’est qu’une complication de la démonstration intuitive qui repose 
sur des choix successifs, complication dissimulée sous un appareil logique. 

J’emprunterai les grandes lignes de la démonstration de M. Zermelo a 
Vexposition de M. Hausdorff (1), en essayant de la simplifier le plus pos- 
sible et de la traduire en langage ordinaire. : 

Il s’agit de prouver qu'un ensemble quelconque M peut étre bien 
ordonné. Soit A un sous-ensemble quelconque de M; nous admettons 
qu’on choisit dans chaque A (M compris) un élément @ qui sera dit 
l’élément distingué de A. L’ensemble A’ formé des éléments de A, sauf a, 
est dit le suivant de A. 

On dira qu’un ensemble E de sous-ensembles tels que A forme une 
chaine si : 1° M fait partie de E; 2° le suivant A’ de tout ensemble A de E 
appartenant aussi a E; 3° le diviseur d’un ensemble quelconque d’en- 
sembles de E appartient 4 E (le diviseur d’un ensemble fini ou infini 
d’ensembles A est l'ensemble des éléments communs 4 tous les A). Il est 
clair qu’il y a des chaines, puisque l'ensemble de tous les sous-ensembles 
de M (M compris) en constitue une; il est évident que’si l’on considére 
Vensemble E de toutes les chaines, ]’ensemble diviseur de E est aussi une 
chaine; c'est la plus petite chaine; nous la désignerons par C. On va 
prouver que tous les éléments de C sont normaugz, c’est-a-dire que A et B 
étant deux éléments quelconques de C, on a ou A>B, ou A=B, 
ouA<B. Cela résultera du fait que les éléments normaux de C forment 
une chaine C’ qui est inférieure ou égale 4 C; comme C est la plus petite - 
chaine, C’ est identique a C. Appelons done élément normal de C tout 
ensemble A comparable a tous les autres éléments de C; il y a des 
éléments normaux, car M fait partie de C (d’aprés la définition des 
chaines) et est normal, D’autre part, si A est normal, son suivant A’ est 
normal; sinon l’ensemble des éléments de C supérieurs a A et l’ensemble 
des éléments de C inférieurs a A’ formeraient, en y joignant A et A’, une 
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(*) Hausponrr, Grundzige der Mengenlehre (Leipzig, Veit, 1914). 
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chaine C’ plus petite que C (1). Enfin, le diviseur D d’ensembles nor- 
maux A est normal; car si B est inférieur ou égal a tous les A, il est infé- 
rieur ou égal a D, et si B est supérieur a l’un des A, il est supérieur 4 D. 
Uensemble des éléments normaux de C forme donc une chaine, forcé- 
ment identique a C, c’est-a-dire que tous les éléments de C sont normaux. 
€ est donc ordonné; M sera le premier élément, et A sera avant B si A 
est supérieur (?) 4 B; de plus, C est bien ordonné, car si nous considé- 
rons un sous-ensemble quelconque V de C, l'ensemble U des éléments 
de C supérieurs a tous les éléments de V admet un diviseur D qui fait 
partie de C, d’aprés la définition de la chatne; tout élément de V est infé- 
rieur ou égal a D, et tout élément de U est supérieur ou égal a D; D est 
dvailleurs le plus grand ensemble qui satisfasse a ces conditions; on en 
conclut immédiatement que D ow D’ est le premier élément de V. 

L’ordination de C entraine celle de M, car il y a entre les éléments de C 
et ceux de M une correspondance univoque et réciproque, a chaque 
ensemble A correspondant l'élément distingué a; en effet, si B différe 
de A, on aura par exemple B <A et, par suite, BSA’; donc b ne peut 
pas étre identique a a@ puisque A’ ne renferme pas a. D’autre part, a 
chaque élément a, on peut faire correspondre le diviseur A de tous les 
ensembles de C qui contiennent a; il est clair que a est l’élément dis- 
tingué de A, sinon A’ contiendrait a et le diviseur des ensembles conte- 
nant a serait inférieur ou égal a A‘, contrairement a l’hypothése. 

L’ensemble M est donc bien ordonné, 

-La méthode d’ordination intuitive que nous avons d’abord esquissée 
aurait conduit a choisir un élément m dans M, puis un élément m’ 
dans M’, un élément m” dans le suivant M” de M’ et ainsi de suite transfi- 
niment. Pour s’éviter ces choix successifs, M. Zermelo choisit un élément 
distingué, non seulement dans. M’, mais dans tous les ensembles M, 
qui ne different de M que par un seul élément; de méme, afin que le 
choix de m” soit indépendant des choix de m et de m’, il choisit un 
élément distingué m,-dans tous les ensembles My qui ne différent de M 
que par deux éléments. Le nombre des choix 4 faire est d’une puissance 
supérieure (voir le § 2 de la Note I), mais ces choix peuvent étre faits 
dans un ordre quelconque, ceux qui concernent les ensembles My par 
exemple avant ceux qui concernent les ensembles Mj. II s’agit ensuite de 
former toutes les chaines et d’en déduire la plus petite chaine C qui est 
leur plus petit diviseur commun. Le moyen qui me parait le plus simple 


ee i 


(1) Ce point est a peu prés évident; pour Je démontrer en toute rigueur, il 
faut observer que si un ensemble B est supérieur a A, le suivant B’ de B ne 
peut pas étre inférieur 4 A, car B’ ne différe de B que par un élément, tandis 
qu'un ensemble supérieur a A et un ensemble inférieur 4 A different par au 
moins deux éléments; comme A est normal, B’ est supérieur ou égal a A. 

(7) Il faut prendre garde que le nombre ordinal de A est inférieur a celui 
de B; le plus grand ensemble M est classé le premuer, c’est-a-dire a le plus 
petit nombre ordinal. 
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pour y afriver, c’est d’observer que l'ensemble formé par M, M’ et les sous- 
ensembles de M’ constitue. une chaine; Ia plus petite chaine ne contient 
donc pas les ensembles M, autres que M’ qui différent de M par un seul 
élément; on exclura de méme les ensembles M- autres que M”, et ainsi de 
suite; les choix faits dans les M, (autres que M’), dans les M, (autres 
que M”) sont ainsi superflus; on peut les éviter et lon est ainsi ramené a la 
premiére démonstration. 

A un autre point de vue, on peut se demander s’il est aisé de donner 
une régle de choix plus simple que celle qui résulterait d’une ordination 
préalable de l’ensemble. Je me suis posé la question pour l’ensemble M° 
trés simple formé des nombres rationnels compris entre o et 1; les divers 
moyens que j’ai pu imaginer pour attacher 4 tout sous-ensemble A de M 
un élément distingué a, reviennent tous 4 supposer établie une régle pour 
bien ordonner M et a attacher a chaque A son premier élément @ ou un 
élément dont le calcul exige la connaissance préalable de ce premier 
élément. Ce sont la du moins les moyens qui se présentent naturellement. 
Si, partant d’une ordination déterminée de M, on distingue entre les 
ensembles A qui font partie de la plus petite chaine C et les ensembles J 
qui n’en font pas partie, il est possible de compliquer les régles en attri- 
buant 4 chacun de ces ensembles J un élément distingué autre que son 
“premier élément: mais cette complication artificielle exige encore davan- 
tage la connaissance de l’ordination préalable. 

Le « théoréme » de M. Zermelo revient donc 4. ceci : on peut remplacer 
des choix successifs par des choix simultanés transfiniment plus nombreux, 
et choisir ensuite entre ces choix. Par exemple, a défaut d’une régle, qui 
permettrait de calculer patiemment, les uns aprés les autres, les chiffres 


décimaux d’un nombre tel que 2 ou que m, on pourrait écrire tous les 
nombres décimaux et se proposer, les embrassant d'un seul regard, d’aprés 
une infinité de conditions imposées, de choisir parmi eux celui qui est égal 


a V2 oua nx. 
IV. — Cinq lettres sur la théorie des ensembles (‘). 


I. — Lettre de M. Hadamard a M. Borel. 


J’ai lu avec intérét les arguments que tu opposes (2° Cahier du Tome LX 
des Mathematische Annalen) a la démonstration de M. Zermelo parue 
dans le Tome précédent. Je ne partage cependant pas ton opinion a ce 
sujet. Je n’admets pas, tout d’abord, l’assimilation que tu établis entre le 
fait qui sert de point de départ 4 M. Zermelo et le raisonnement qui con- 
sisterait 4 numéroter les éléments de l’ensemble les uns aprés les autres, 
ce numérotage étant poursuivi trans finiment. Il y a, en effet, une diffé- 
rence fondamentale entre les deux cas : le raisonnement qui vient d’étre 


(') Bulletin de la Société mathématique de France, décembre 1904. 
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cité en dernier lieu comporte une-série de choix successifs dont chacun 
dépend des précédents; c’est pour cela que son application transfinie est 
inadmissible. Je ne vois aucune analogie a établir, au point de vue qui 
nous occupe, entre les choix en question et ceux dont parle M. Zermelo, 
lesquels sont indépendants les uns des autres. 

Crest d’ailleurs dans le cas d’une infinité non dénombrable de choix que 
tu récuses cette maniére d’opérer; mais, 4 mon tour, je ne vois pas de diffé- 
rence, @ cet égard, entre le cas d’une infinité non dénombrable et celui 
dune infinité dénombrable. La différence serait manifeste s’il y avait une 

_dépendance quelconque entre les choix en. question, parce qu'il faudrait 
_ alors avoir égard a Vordre dans lequel on les opérerait : elle me parait, 
encore une fois, s’évanouir complétement dans le cas des choix indé- 
pendants. ; 

Ce qui est certain, c’est que M. Zermelo ne donne aucun moyen d’exé- 
cuter effectivement V’opération dont'il parle, et qu’il reste douteux que 
personne puisse, dans la suite, indiquer ce moyen. I] aurait été assurément 
plus intéressant de résoudre le probléme sous cette forme; mais la ques- 
tion ainsi posée (détermination effective de la correspondance cherchée) 
n’en est pas moins complétement distincte de celle que nous examinons 
(une telle correspondance existe-t-elle?) : il y a entre elles toute la diffé-. 
rence, laquelle est fondamentale, qui existe entre ce que M. Tannery (') 
appelle wne correspondance qui peut étre définie et une correspondance 
qui peut étre décrite. Plusieurs questions importantes de Mathématiques 
changeraient totalement de sens, et de solutions, si l’on substituait le 
second mot au premier. Tu emploies des correspondances dont tu cons- 
tates l’exvistence sans pouvoir cependant les décrire, dans ton important 
raisonnement relatif aux séries qui admettent leur cercle de convergence 
comme coupure : si l’on se bornait aux séries entiéres dont la Joi de for- 
mation peut étre décrite, opinion ancienne (A savoir, que les séries 
entiéres admettant leur cercle de convergence comme coupure sont l’excep- 
tion) devrait, 4 mon sens, étre considérée comme la vraie. C’est d'ailleurs 
uné pure question de sentiment; car la notion de correspondance « qui 
peut étre décrite » est, pour reprendre ton expression, « en dehors des 
Mathématiques »; elle reléve du domaine de 1a psychologie et est relative 
a une propriété de notre esprit; c’est une question de cette nature que 
celle de savoir si la correspondance employée par M. Zermelo pourra 
jamais étre indiquée en fait. daa 

Quant a l’existence de cette correspondance, elle me parait aussi adé~ 
‘quate ala possibilité de prendre un élément dans un ensemble quelconque 
donné, que Ja proposition suivante : 

A. Un nombre x étant donné, il existe des nombres y qui ne sont liés 
& x par aucune équation algébrique a coefficients entiers, 


Vest a celle-ci : 


'.(*) Reoue générale des Sciences, t. VIII, 1897, p. 133 et suiv. 
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B. Il existe des fonctions y de x telles que, pour aucune valeur de x, 
y wait ni valeur algébrique, ni une valeur liée a © par une équation 
algébrique & coefficients entiers. 


On pourrait d’ailleurs, sans doute, former de telles fonctions. Mais ce 
que je prétends, c’est que cela n’est nullement nécessaire pour affirmer 
Vexactitude du théoréme B; et je crois que beaucoup de mathématiciens 
ne prendraient pas plus que moi cette peine s’ils avaient a employer le 
théoréme en question. J. HADAMARD. 


Il. — Lettre de M. Baire a M. Hadamard. 


Borel me communique la Jettre o& vous lui exposez votre maniére de 
voir sur le grand débat soulevé par la Note Zermelo. Je vous demande la 
permission de vous adresser quelques réflexions qu’elle me suggére. 

Je suis, vous le savez, de l’avis de Borel, en gros, et si je m’en écarte, ce 
sera pour aller plus Join que lui. 

Supposons qu'on fasse un effort pour essayer d’appliquer la méthode de 
Zermelo a l’ensemble M des suites d’entiers positifs. On prend dans Mun 
élément distingué m,; reste l’ensemble M — my, dans lequel on prend un 
élément distingué m, ; etc. Ces choix successifs dépendent bien chacun de 
ceux qui les précédent. Mans, dites-vous avec M. Zermelo, les choix sont 
indépendants les uns des autres, parce qu'il admet comme point de départ 
un choiz d'élément distingué fait dans touts partie de M. Ceci ne me 
parait pas satisfaisant : c’est, pour moi, dissimuler la difficulté en la 
noyant dans une difficulté plus grande. 

L’expression ensemble donné est cepleyecy chaque instant.: a- t-elle un 
sens? Pas toujours, selon moi. Dés gu’on parle d’infini (méme dénom- 
brable, et c’est ici que je suis tenté d’étre plus radical que Borel), lassi- 
milation, consciente ou inconsctente, avec un sac de billes qu’on donne 
de la main 4 la main, doit complétement disparaitre, et nous sommes, 
a mon avis, dans le virtuel, c’est-a—dire que nous faisons des conventions 
qui nous permettent ultérieurement, un objet étant défini par une nou- 
velle convention, d’affirmer certaines propriétés de cet objet. Mais croire 
qu’on est allé plus loin ne me parait pas légitime. En particulier, de ce 
qu'un ensemble est donné (nous serons d’accord pour dire, par exemple, 
que nous nous donnons I’ensemble des suites d’entiers positifs), ¢/ est faux 
pour moi de considérer les parties de cet ensemble comme données. 
A plus forte raison je refuse d’attacher un sens au fait de concevoir un 
choix fait dans chaque partie d’un ensemble. 

M. Zermelo dit : « Concevons qu’a tout ensemble partiel de M corres- 
ponde un de ses éléments. » C’est 1a une conception qui n’a rien de con- 
tradictoire, d’accord. Aussi, tout ce qu'il démontre pour moi, c’est que 
nous n’aperceyons pas de contradiction 4 concevoir que, ae tout en- 
semble qu’on nous défimra, les éléments aient entre eux des relations de 
position identiques a celles qu’ont les éléments des ensembles bien ordon- 
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nés. Pour dire aprés cela que tout ensemble peut étre mis sous la forme 
d’un ensemble bien ordonné, il faut donner aux mots une extension extra- 
ordinaire et, j’ajouterai, trompeuse.. 

De ce qui précéde, je ne suis arrivé que bien incomplétement a rendre 
ma pensée. J’ai dit ma maniére de voir dans la phrase qu’a bien voulu 
transcrire Borel dans sa Note. Pour moi, le progrés, dans cet ordre d’idées, 
consisterait a délimiter le domaine de ce qui est définissable. Et, en fin de 
compte, en dépit des apparences, tout doit se ramener au fini. 


Décembre 1904. R, Barre. 


Ill. — Lettre de M. Lebesgue a M. Borel. 


Vous me demandez mon opinion sur la Note de M. Zermelo (Math. 
Annalen, t. LIX), sur les objections que vous lui avez faites (Math. Anna- 
len, t. LX) et sur la lettre de M. Hadamard que vous me’ communiquez; 
la voici. Excusez-moi d’étre long, j’ai essayé d’étre clair. 

Tout d’abord je suis d’accord avec vous pour ceci : M. Zermelo a trés 
ingénieusement démontré qu’on savait résoudre le probléme A : 


A. Mettre un ensemble M sous forme bien ordonnée, 
toutes les fois qu’on savait résoudre le probléme B : 


B. Faire correspondre a chaque ensemble M' formé avec des élé- 
ments de M un élément particulier m' de M’. 


Malheureusement, le probléme B n’est facile a résoudre, a ce qu'il 
semble, que pour les ensembles qu’on sait bien ordonner; par suite, on n’a 
pas une solution générale du probléme A. 

Je doute fort qu’on puisse donner une solution générale de ce probléme, 
du moins si l’on admet, avec M. Cantor, que définir un ensemble M c’est 
nommer une propriété P appartenant a certains éléments d’un ensemble N 
précédemment défini et caractérisant, par définition, les éléments de M. En 
effet, avec cette définition, on ne sait rien sur les éléments de M d’autre 
que ceci : ils possédent tous les propriétés inconnues des éléments de N et 
ce sont les seuls qui ont Ja propriété P inconnue. Rien la-dedans ne per- 
met de distinguer deux éléments de M, encore moins de les classer comme 
il faudrait le faire pour résoudre A. 

_ Cette objection, faite a priori a tout essai de solution de A, tombe évi- 
demment si l’on particularise N ou P; l’objection tombe, par exemple, si 
N est l’ensemble des nombres. Tout ce qu’on peut espérer faire de général, 
c’est indiquer des problémes, tels que B, dont la résolution entrainerait 
celle de A et possibles dans certains cas particuliers, mais qui se ren- 

_ contrent fréquemment. D’ot lintérét, 4 mon avis, du raisonnement de 
M. Zermelo. 

Je crois que M. Hadamard est plus fidéle que vous 4 la pensée de M. Zer- 

melo en interprétant la Note de cet auteur comme un essai, non pas de 
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résolution effective de A, mais de démonstration d’existence de la solution. 
La question revient a celle-ci, peu-nouvelle : Peut-on démontrer l’exis- 
tence d’un étre mathématique sans le dé finir? 

C’est évidemment une affaire de convention; mais je crois qu’on ne peut 
batir solidement qu’en admettant qu’on ne démontre l’eristence d’un 
étre qu’en le dé finissant, A ce point de vue, voisin de celui de Kronecker 
et de M. Drach, il n’y a pas & distinguer entre A et Je probléme C : 


C. Tout ensemble peut-il étre bien ordonné? 


Je n’aurais rien de plus 4 dire si la convention que j’ai indiquée était 
universellement admise; mais je dois avouer qu’on emploie souvent, et que 
j'ai moi-méme souvent employé, le mot existence dans d’autres sens. Par 
exemple, lorsqu’on interpréte un raisonnement bien connu de M. Cantor 
en disant : z/ existe une infinité non dénombrable de nombres, on ne 


donne cependant pas le moyen de nommer une telle infinité. On montre ~ 


seulement, vous l’avez dit avant moi, que, chaque fois qu’on aura une infi- 
4 » que, q 


nité dénombrable de nombres, on pourra définir un nombre ne faisant pas. 


partie de cette infinité. (Le mot définir a tout le temps le sens de: 
nommer une propriété caractéristique du dé fint. ) Une existence de cette 
nature peut étre utilisée dans un raisonnement et de la maniére suivante : 
une propriété est vraie, si, la nier, conduit 4 admettre qu’on peut ranger 
tous les nombres en suite dénombrable. Je crois quelle ne peut intervenir 
que de cette maniére. 


M. Zermelo utilise l’existence d’une correspondance entre les sous—" 
P 


ensembles de M et certains de leurs éléments. Vous voyez que, quand méme 
l’existence de ces correspondances serait hors de doute, suivant la maniére 
dont cette existence aurait été prouvée, il ne serait pas évident qu’on. ait 
le droit d’utiliser. cette existence comme le fait M. Zermelo. 


J’arrive au raisonnement que vous énoncez ainsi: « [] est possible, dans — 


un ensemble particulier M’, de choisir ad libitum l’élément distingué m 

ce choix pouvant étre fait pour chacun des ensembles’ M’ peut étre fait 
pour ensemble de ces ensembles », et duquel semble résulter l’existence 
des correspondances. 

Tout d’abord, M’ étant donné, est-il évident qu’on puisse choisir m’? 
Cela serait évident si M’ existait, au sens presque kroneckérien que j’ai dit, 
puisque dire que M’ existe serait alors affiemer qu’on sait nommer certains 
de ses éléments. Mais étendons le sens du mot ewvister.. ensemble T des 
correspondances entre les sous-ensembles M' et-les éléments distingués m' 
existe certainement pour MM. Hadamard et Zermelo; ce defnier repré- 
sente méme le nombre de ses éléments par un produit transfini. Cepen- 
dant, sait-on choisir un élément de I’? Non, évidemment, puisque ce serait 
donner de B, pour M, une solution déterminée. 

ll est vrai que j'emploie le mot choisir dans le sens de nommer et qu'il 
suffit peut-étre pour le raisonnement de M. Zermelo que choisir signifie 


penser a. Mais il faut cependant remarquer qu’on n’indique pas celui 


auquel on pense et qu'il est néanmoins nécessaire au raisonnement de 


Sach 
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M. Zermelo qu’on pense a une correspondance déterminée toujsours la 
méme. M. Hadamard croit, il me semble, qu’il n’est pas nécessaire qu’on 
démontre qu’on peut déterminer un élément (et un seul); c’est de Ja, a 
mon avis, que viennent les différences d’appréciation. 

Pour mieux vous faire sentir la difficulté que je vois, je vous rappelle 
que, dans ma thése, j’ai démontré |’existence (sens non kroneckérien et 
peut-étre difficile 4 préciser) d’ensembles mesurables non mesurables B, 
mais il restait douteux pour moi qu’on put jamais en nommer un. Dans ces 
conditions, aurais-je eu le droit de fonder un raisonnement sur cette hypo- 
thése : je suppose choisi un ensemble mesurable non mesurable B, alors 
que je doutais que personne pit jamais en nommerun?~— - 

Ainsi je vois déja une difficulté dans ceci « dans un M’ déterminé je puis 
choisir un m’ déterminé »', puisqu’il existe des ensembles (l’ensemble C 
par exemple, qu’on pourrait considérer comme un ensemble M’ provenant 
d’un ensemble plus général) dans lesquels il est peut-étre impossible de 
choisir un élément. Il y a ensuite la difficulté que vous signalez relative a 
Vinfinité des choix, ce qui fait que, si l’on veut considérer le raisonnement 
de.M. Zermelo-comme tout a fait général, il faut admettre qu’on parle 
d’une infinité. de choix, infinité de puissance peut-étre grande; on ne donne 
d’ailleurs ni la loi de cette infinité, ni la loi d’un des choix; on ne sait pas 
s'il est possible de nommer une loi définissant un ensemble de choix ayant 
la puissance de l'ensemble des M’; on ne sait pas s'il est possible, étant 
donné un M’, de nommer un m’. 

‘En résumé, quand j’examine de prés le raisonnement de M. Zermelo, 
comme d’ailleurs plusieurs raisonnements généraux sur les ensembles, je 
le trouve trop peu kroneckérien pour lui attribuer un sens (en tant que. 
théoréme d’existence de la solution de C, seulement, bien entendu). 
~ Vous faites ‘allusion a ce raisonnement : « Pour bien ordonner un ensemble 
il suffit d’y choisir un élément, puis un autre, etc. » [] est certain que ce’ 
raisonnement présente des difficultés énormes, plus grandes encore, au 
moins en apparence, que celui de M. Zermelo; et je suis tenté de croire 
avec M. Hadamard qu’il y a progrés 4 avoir remplacé une infinité de choix 
successifs et dépendant les uns. des autres par une.infinité, non ordonnée, 
de choix indépendants. II] n’y a peut-étre 14 qu’une illusion et la simplifica- 
-tion apparente tient peut-étre seulement a ce qu’on doit remplacer. une 
infinité ordonnée de choix par une infinité non ordonnée, mais de puis- 
sance plus grande. De sorte que le fait qu’on peut ramener a la seuie 
difficulté, placée au début du raisonnement de M. Zermelo, toutes les dif- 
ficultés du raisonnement simpliste que vous citez prouve peut-étre simple- 
ment que cette seule difficulté est trés grande. En tout cas, elle ne me 
parait pas disparaitre parce qu’il s'agit d’un ensemble non ordonné de 
choix indépendants. Par exemple, si je crois a l’existence de fonctions y («) 
telles que, quel que soit x, y ne soit jamais lié 4 # par une equation algé- 

_ brique 4 coefficients entiers, c’est parce que je crois, avec M. Hadamard, 
qu'il est possible d’en construire; mais ce n’est pas, pour mol}, la consé- 
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quence immédiate de |’existence, quel que soit 2, de nombres y qui ne 
soient liés 4 2 par aucune équation a coefficients entiers (' ). 

Je suis pleinement d’accord avec M. Hadamard quand il déclare que la 
difficulté qu’il y a a parler d’une infinité de choix sans en donner la loi est 
aussi grave, qu'il s’agisse ou non d’une infinité dénombrable. Quand on 
dit, comme dans le raisonnement que vous critiquiez, « ce choix pouvant 
étre fait pour chacun des ensembles M’, peut étre fait pour l'ensemble de 
ces ensembles », on ne dit rien si l’on n’explique pas les termes employés. 
Faire un choix, ce peut étre écrire ou nommer I’élément choisi ; faire une 
infinité de choix, ce ne peut étre écrite ou nommer les éléments choisis, un 
a un: la vie est trop courte. Il faut donc dire ce que c’est faire. On entend par 
la, en général, que c’est donner la loi qui définit les éléments choisis, mais 
cette loi est pour moi, comme pour M. Hadamard, aussi indispensable, 
qu'il s’agisse d’une infinité dénombrable ou non. 

Peut-étre cependant suis-je encore d’accord avec vous sur ce point parce 
que, sije n’établis pas de différences théoriques entre les deux infinités, au _ 
point de vue pratique, je fais une grande différence entre elles. Quand 
jentends parler d’une foi définissant une infinité transfinie de choix, je suis 
trés méfiant, parce que je n’ai jamais encore vu de pareilles lois, tandis que 
je connais des lois définissant une infinité dénombrable de choix. Mais ce 
n’est qu'une affaire de routine et, 4 la réflexion, je vois parfois des diffi- 
cultés aussi graves, 4 mon avis, dans des raisonnements ou n’interviennent 
qu’une infinité dénombrable de choix que dans des raisonnements ot 
il y en a une transfinité. Par exemple, si je ne considére pas comme établi 
par le raisonnement classique que tout ensemble de. puissance supérieure 
au dénombrable contient un ensemble dont la puissance est celle de l’en- 
semble des nombres transfinis de la classe II de M. Cantor, je n’attribue 
pas plus de valeur 4 la méthode par Jaquelle on démontre qu'un ensemble 
non fini contient un ensemble dénombrable. Bien que je doute fort qu’on 
nomme jamais un ensemble qui ne soit. ni fini, ni infini, l’impossibilité d’un 
tel ensemble ne me parait pas démontrée. Mais je vous ai déja parlé deces” 


questions. 
H. Lepeseve. 


IV. — Lettre de M. Hadamard a M. Borel. 


La question me parait tout a fait claire maintenant, aprés la lettre de 
M. Lebesgue. De plus en plus nettement, elle tient tout entiére dans la 
distinction, exposée dans l’article de M. Tannery, entre ce qui est déter- 
miné et ce qui est décrit. 


(*) En corrigeant les épreuves, j’ajoute qu’en fait le raisonnement, par lequel 
on légitime ordinairement l’énoncé A de M. Hadamard (p. 151), légitime en 
méme temps !’énoncé B (p. 152). Et, & mon avis, c’est parce qu’il légitime B qu'il 
légitime A. 
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Lebesgue, Baire et toi, adoptez a cet égard la maniére de voir de Kro- 
necker, que je croyais jusqu’ici lui étre particuliére. Vous répondez néga- 
tivement a la question posée (ci-dessus, p. 154) par M. Lebesgue : Peut-on 
démontrer |’existénce d’un étre mathématique sans le définir? J’y réponds 
affirmativement. Je prends pour mienne, autrement dit, la réponse que 
Lebesgue fait lui-méme 4a son objection relative 4 l'ensemble I. 

Qu’il nous soit impossible, au moins actuellement, de nommer un élé- 
ment de cet ensemble, j’en conviens. C’est la la question pour vous; ce ne 
Vest pas pour moi. 

Il n’y a qu’un point sur lequel il me semble que Lebesgue ne soit pas 
logique avec lui-méme. C’est lorsqu’il se reconnait ou ne se reconnait pas 
le droit d’utiliser une existence, suivant la maniére doni elle a été démon- 
_trée. Pour moi, les existences dont il parle sont des faits comme les autres. 
Sinon, elles n’ont pas lieu. 

La question se pose de méme vis-a-vis de Baire. Je n’aimerais pas beau- 
coup la placer, comme il le fait (p. 152), 4 la fagon de M. Hilbert, sur le 
terrain du non contradictoire, qui me parait encore relever de la psycho- 
logie et faire entrer en ligne de compte les propriétés de nos cerveaux. Je 
ne comprends méme pas bien comment M. Zermelo peut avoir démontré 
que nous n’apercevons pas de contradiction, etc. Cela ne se démontre pas, 
cela se constate.; on en a apercu ou I|’on n’en a pas apergu. 

Ce point écarté, la question principale, celle de savoir si l’ensemble peut 
étre ordonné, n’a évidemment pas pour Baire (pas plus que pour Lebesgue 
et toi) le méme sens que pour moi. Je dirais plutét : l’ordination est-elle 
possible? (et non pas méme peut-on ordonner, de crainte d’avoir 4 penser 
ace qu’est cet or) : Baire dirait : pouvons—nous ordonner? Question toute 
subjective, 4 mon avis. 

Ce sont donc deux conceptions des Mathématiques, deux mentalités qui 
sont en présence. Je ne vois, dans tout ce qui a été dit jusqu’ici, aucun 
motif de changer la mienne. Je ne prétends pas l’imposer. Tout au plus 
ferai-je valoir en sa faveur les arguments que j’ai indiqués dans la Revue 
générale des Sctences (30 mars 1905), savoir : 


1° Je crois que le débat est au fond le méme qui s’est élevé entre Rie- 
mann et ses prédécesseurs, sur la notion méme de fonction. La loz qu’exige 
Lebesgue me parait ressembler fort a l’expression (1) analytique que récla- 
-maient a toute force les adversaires de Riemann. Et méme a une expres- 
sion analytique pas trop bizarre. Non seulement la numérabilité des choix 


(*) Je crois devoir insister un peu sur ce point de vue qui, s'il faut dire toute 
ma pensée, me parait former le fond méme du débat. Il me semble que le pro- 
grés véritablement essentiel des Mathématiques, a partir de l’invention méme du 
Calcul infinitésimal, a consisté dans l’annexion de notions successives qui, les 
unes pour les Grecs, les autres pour les géometres de la Renaissance ou Jes pré- 
décesseurs de Riemann, étaient « en dehors des Mathématiques », parce qu’il était 
impossible de les décrire. 


158 NOTE IV. 


ne me parait pas changer la question, mais il en est de méme de lunieité. 
Je ne vois pas comment nous aurions le droit de dire : « Pour chaque 
valeur de x il existe un nombre satisfaisant 4.... Soit y ce nombre ... », 
alors que; parce que « la mariée est trop belle », nous ne pouvons pas dire : 
« Pour chaque valeur de 2 il existe une Safialte de nombres satisfaisant 
a .... Soit y l'un de ces nombres ... ». 

2° Les choix arbitraires de Tannery conduisent a des nombres y, que - 
nous serions incapables de définir. Je ne concois' pas que ces nombres — 
n’existent pas. 


Quant aux raisonnements présentés par M. Bernstein (Math. Annalen, 
t. IX, p. 187), et, par conséquent, a ses objections 4 la démonstration de 
~M. Zermelo, je ne les considérerais pas, pour ma _ part, comme probants. 
Cette opinion est d’ailleurs indépendante de la question que nous discutons 
actuellement. 

M. Bernstein part du paradoxe de M. Burali-Forti-( Circolo matematico . 
di Palermo, 1897) relatif a l'ensemble W de tous les nombres ordinaux. 
Pour échapper 4 la contradiction mise en évidence par M. Burali-Forti, il 
suppose le numbre ordinal W tel qu’il soit impossible de lui ajouter 1. 
Cette opinion est, pour moi, inadmissible, ainsi que les arguments ima- 
ginés en sa faveur par M. Bernstein. L’ordre établi (d’aprés la théorie de 
M. Cantor) entre les éléments de W et I’élément supplémentaire (c'est a 
cet ordre que s’attaque l’auteur) est une pure convention, qu’on est tou- 
jours libre de faire et 4 laquelle les propriétés:de W, quelles qu’elles soient, 
ne sauraient mettre aucun obstacle. 

La solution est autre. C’est l’existence méme de l’ensemble W qui im- 
plique contradiction. Dans sa définition, la définition générale du mot 
ensemble est incorrectement appliquée. On n’a le droit de former un 
“ensemble qu’avec des objets préalablement existants et il est aisé de voir 
que la définition de W suppose le contraire. 

Méme observation pour l’ensemble de tous les ensembles (Hilbert, 
Congrés de Heidelberg).. 

Revenons a la question primitive. Voici encore, 4 cet égard, non un 
argument, car je crois que nous coucherons éternellement sur nous_posi- 
tions, mais une conséquence de tes principes. 

Cantor a considéré l’ensemble de toutes les fonctions qui, dans Vinter- 
valle (0, 3), ne prennent que les valeurs 0,1» Cet ensemble a, pour moi, un 
sens clair et sa puissance est as, comme l’énonce Cantor. De méme, ’en- 
‘semble de toutes les fonctions de x a pour moi un sens, et je vois claire- 


ment que sa puissance est Noe 

Quel sens tout cela-a-t-il pour toi? Il me parait évident que cela ne peut 
en avoir aucun. Car a toute fonction tu imposes une condition supplémen- 
taire qui n’a aucun sens mathématique : celle d’étre descriptible- pour 
nous. 

Ou plutét, voici ce que cela signifie : on ne doit considérer, a ton point 
de vue, que les fonctions définissables en un nombre fini de mots. Mais, a 
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ce compte, les deux ensembles ainsi formés sont dénombrables, ainsi que 


tous les ensembles possibles, d’ailleurs. 
J. Hapamarp. 


V. — Lettre de M. Borel a M. Hadamard. 


.-. Je voudrais d’abord te signaler une intéressante remarque faite par 
M. Lebesgue a la séance de la Société du 4 mai : Comment M. Zermelo 
peut-il étre assuré qu’aux divers points de son raisonnement il parle du 
méme choix de l’élément distingué, puisqu’il ne le caractérise par rien” 
eee lui-méme (il ne s’agit méme pas ici d’un contradicteur possible; il 
s’agit d’étre cohérent avec soi-méme). 

Quant a ta nouvelle objection, voici quelle est ma situation a son égard. 

Je n’aime guére écrire des alephs, mais je consens cependant a faire des 
raisonnements équivalents 4 ceux dont tu parles, sans me faire gyére illu- 
. sion sur leur valeur intrinséque, mais en les regardant comme pouvant 
- guider pour d’autres raisonnements. plus sérieux. Comme exemple pra- 
tique, je puis te citer la Note II{ que j’ai insérée a la fin de mon dernier petit 
Livre (Lecons sur les fonctions de variables réelles, etc., rédigées par. 
Maurice Fréchet); le raisonnement qui y est employé est manifestement 
suggére par le raisonnement de M. Gantor, que j’ai rapporté dans mes pre- 
miéres Lecons sur la théorie des fonctions (1), page 107. 

La forme que j’adopte dans cette Note III n’est pas encore absolument 
satisfaisante, comme je Pindique au bas de la derniére page de mon Livre; 
mais le raisonnement analogue de M. Lebesgue dans son Mémoire paru 
dans le Journal de Jordan (1905) est, je crois, tout 4 fait irréprochable, 
en ce sens qu'il conduit & un résultat précis, exprimable au moyen d’un 
nombre fini de mots; il a cependant son origine dans celui de M. Cantor. 

On peut se demander quelle est la valeur réelle de ces raisonnements 
que je ne regarde pas comme valables absolument et qui cependant con- 
duisent ultérieurement a des résultats effectifs. Il semble en effet que, s’ils 
étaient dépourvus de toute valeur, ils ne pourraient conduire a rien, car ce 
seraient des assemblages de mots vides de sens. Je crois qu’on serait ainsi 
trop sévére et qu’ils ont une valeur analogue a celle de certaines théories 
de Physique mathématique, par lesquelles nous ne prétendons pas expri- 
mer la réalité, mais avoir un guide qui nous permette, par analogie, de 
découvrir des phénoménes nouveaux, qu'il reste ensuite a verifier. Il y 
aurait un travail considérable a faire pour savoir quel est le sens réel et 
précis qu'on peut attribuer a des raisonnements de ce genre; ce travail est 
inutile ou du moins hors de proportion avec son utilité; les rapports avec 
le concret de ces raisonnements trop abstraits apparaissent d’eux-mémes 
lorsque le besoin s’en fait sentir. 


(") Dans les Notes I et Il de ce petit Livre, je fais constamment des raisonne- 
ments du type de ceux que tu me refuses le droit de faire; je suis d’ailleurs & 
chaque instant rempli de scrupules et chacune de ces deux Notes se termine par 
une phrase trés restrictive. 
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Je serai d’accord avec toi sur le fait qu'il est contradictoire de parler de 
Vensemble de tous les ensembles, car, par Je raisonnement de la page 107 
citée plus haut, on peut former un ensemble de puissance plus grande, 
mais je crois que cette contradiction tient 4 ce qu’on introduit des ensem- 


bles non définis réellement. 
Em. BorEt. 


V. — Sur les principes de la théorie des ensembles ('). 


Ces principes ont été beaucoup =discutés en ces derniéres années; 
je voudrais indiquer briévement les conclusions personnelles auxquelles 
je suis arrivé a ce sujet, sans entrer dans Ja discussion de tous les argu- 
ments émis. ‘ 

L’étude de ces arguments n’a fait que rendre plus nette l’opinion que 
j'émettais sous forme atténuée, il y a dix ans, dans mes premiéres Lecons- 
sur la théorie des fonctions : « Nos connaissances précises sur les puis- 
sances diverses n’excédent guére Ja remarque suivante : il y a des 
ensembles dénombrables et des ensembles non dénombrables, cette der- 
niére notion étant surtout négative ». J’écrirais aujourd’hui « n’excédent 
pas la remarque suivante » et « cette notion étant purement négative ». 
Il ne me semble pas, en effet, que les efforts tentés dans ces derniéres 
années aient résolu d’une maniére satisfaisante ce que j’ai appelé I’ « anti— 
pomie du transfini ». Je ne m’égarerai pas en discussions métaphysiques 
sur le sens du mot « indéfiniment »; que l’emploi de ce mot souléve des 
difficultés pour les philosophes, c’est un fait sans importance pour les 
mathématiciens : il leur~suffit de savoir qu’ils s’enténdent parfaitement 
entre eux, sans craindre aucune ambiguité. Lorsqu’un de nous dit qu’il consi- 
dére la suite naturelle des nombres entiers, chacun comprend, et est assuré 
de comprendre la méme chose que son voisin; c’est évidemment 1a le 
seul criterium possible de la validité d’un langage, celui auquel on est 
toujours forcé de revenir. Car les prétendus systémes entiérement 
logiques reposent toujours sur le postulat de lexistence de la langue 
vulgaire; ce langage commun 4a des millions d’hommes, et avec lequel ils 
s'entendent 4 peu prés entre eux, nous est donné comme un fait, qui 
impliquerait un grand nombre de cercles vicieux, s'il fallait le créer 
ex nihilo. E : 

J’ai indiqué, il y a quelques années (2), que l’antinomie du transfini se 
résoudrait si les mathématiciens ayrivaient a avoir une idée commune du 
mot transfiniment aussi claire que celle qu’ils ont du mot indéfiniment. 
En posant ainsi la question, je ne prétendais pas la résoudre; je voulais 
surtout attirer !’attention sur le fait que notre conception de Vindé fini 


(1) 1V* Congres international des Mathématiciens, Rome 1908. 
(*) A propos de l’infini nouveau, 1899; l’antinomie du transfini, 1900 
( Revue philosophique ). (§ I et If de cette Note IV.) 
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renferme quelque chose de plus que la proposition : aprés chaque entier 
il y en a un autre; car ta proposition analogue : au dela de chaque 
suite indéfinie de fonctions croissantes, il y en a une autre, ne suffit 
pas a nous donner une idée nette du transfini, 

Je serais aujourd’hui disposé, a la suite des efforts faits dans ces der- 
niéres années pour donner un sens clair au trans fini, a résoudre la ques- 
tion par la négative, pour autant qu’il est possible d’affirmer un fait aussi 
purement négatif; je crois qu’il n’est pas possible d’arriver 4 une définition 
du transfini nous apparaissant comme aussi claire que celle de l’indéfini, 
Je pourrais me borner a constater les désaccords du grand nombre d’esprits 
éminents qui ont approfondi ces questions; mais je voudrais essayer de 
fournir un argument plus positif, qui n’est pas sans analogie avec les 
« paradoxes » connus, mais qui me parait cependant échapper aux princi- 
pales objections qu’on leur a faites. 

{i est bien connu que tout systéme de conventions énoncé en un nombre 
limité de mots, parmi lesquels peut figurer le mot indéfiniment, ne 
conduira jamais qu’a noter un ensemble dénombrable; il n’est donc pas 
possible qu’on arrive 4 une notation bien définie pour l'ensemble des 
nombres que M. Cantor appelle nombres de la seconde classe. Lorsqu’on 
raisonne sur ces nombres, ou sur un ensemble de méme puissance, on ne 
peut donc faire que des raisonnements généraux ou symboliques, dans 
lesquels ensemble considéré est représenté par un symbole unique. 
De tels raisonnements, en tant que raisonnements généraux, sont légitimes 
du moment qu’ils sont exempts de contradiction, mais ils sont en méme 
temps vides de tout contenu précis. Pour pouvoir leur donner un contenu, 
il faudrait préciser la désignation des éléments de |’ensemble, et c’est pré— 
cisément ce qui est impossible. La théorie des ensembles non dénoim-— 
brables se réduit donc forcément a une sorte d’algébre logique dont les 
symboles ne recouvrent aucune réalité accessible, les divers mathémati- 


_ciens ne pouvant étre assurés qu’ils sont d’accord sur cette réalité, puis- 


quils n’en ont pas une représentation commune. 

De tels raisonnements généraux et abstraits ne sont cependant pas 
toujours inutiles, car ils contribuent parfois a éclaircir les idées et 
peavent, de plus, étre souvent transposés dans un domaine plus concret; 
mais on ne doit pas se faire d’illusion sur le contenu réel de ces raisonne- 
ments généraux. 

fl est nécessaire de dire un mot de la notion du continu, qui est Je seul 
exemple d’ensemble non dénombrable qui soit bien connu, cest~a-dire 
duquel les mathématiciens aient une notion claire et commune (ou croient 
avoir, ce qui est pratiquement la méme chose). Je regarde cette notion 
comme acquise par l’intuition géométrique ; on sait a es arithmé- 
tique complete du continu exige qu’on admette la légitimite d une infinité 
dénombrable de choix successifs et arbitraires. Cette légitimité me parait 
fort discutable, mais on doit cependani la distinguer essentiellement de la 
légitimité d’une infinité non dénombrable de choix (successifs ou simul- 
tanés). Cette derniére notion me parait, comme jai déja eu Suseate de 

B. 
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le dire, entiérement vide de sens. Lorsqu’il s’agit d’une infinité dénom- 
brable de choix, on ne peut évidemment pas les effectuer tous, mais on 
peut du moins indiquer une marche telle ue, cette marche étant fixée 
d’avance, on soit assuré que l’un quelconque des choix sera effectué au 
bout d’un temps fini; si donc deux systémes donnés de choix sont distincts, 
on est certain qu'on s’en apercevra au bout d’un nombre fini d’opérations. 
Lorsque !’infinité des choix n’est pas dénombrable, il n’est pas possible de 
concevoir un moyen de la définir, c’est-a—dire de la distinguer d’une 
infinité analogue : il n’est donc pas possible de la regarder comme un étre 
mathématique, pouvant étre introduit dans les raisonnements. 

Je devrais, pour terminer ce bref exposé, expliquer briévement comme 
je concilie la notion du continu avec mon opinion sur notre défaut de 
notion des ensembles non dénombrables. Le continu ne m’apparait jamais 
comme donné dans son intégralité, au point de vue arithmétique; chacun 
de ses éléments peut étre défini (ou du moins, il n’est aucun de ses 
éléments dont nous puissions actuellement affirmer qu’il ne peut pas étre 
défini) (1); mais l'ensemble des éléments effectivement définis sera toujours 
dénombrable; c’est seulement sous une forme négative que nous sommes 
assurés de ne jamais l’épuiser ainsi. 


VI. — Les « Paradoxes » de la théorie des ensembles (*). 


Nous prendrons comme type de ces paradoxes le raisonnement bien 
connu de M. J. Richard relatif aux nombres (fractions décimales) qui 
peuvent étre définis au moyen d’un nombre fini de mots. L’ensemble de 
ces nombres est dénombrable et de plus peut étre ordonné : il suffit dé 
ranger les définitions d’aprés le nombre de lettres qu’exige leur énoncé, 
celles qui emploient le méme nombre de lettres étant classées alphabéti- 
quement, comme les mots dans un dictionnaire, Mais, d’autre part, étant 
donné un ensemble dénombrable ordonné de fractions décimales, 


(1) Gi, Ge, sety ny Ow) 


il est aisé de définir une fraction a bien déterminée et distincte de cha— 
cune d’elles; il suffit de supposer que le n*™ chiffre décimal de a se 
déduit suivant une loi déterminée du n™ chiffre décimal de 2p, cette loi 


Ce oor SSS Oe 


(*) Voici, pour donner une idée de mon point de vue, un probléme qui me 
parait étre des plus importants dans la théorie arithmetig ue du continu : Est-il 
ou non possible de définir un ensemble E tel qu’on ne puisse nommer aucun 
élément individuel de cet ensemble E, c’est-a-dire le distinguer sans ambiguité 
de tous les autres éléments de E. [ Voiy, Lesesaur, Sur les fonctions représen- 
tables analytiquement (Journal de Jordan, 1905).] 

(?) Annales de l’Ecole Normale, octobre 1908. 
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étant telle que ces deux chiffres soient sdrement distincts; on peut, par 
exemple, aux chiffres 0, 1,2, 3, ..., 9, faire correspondre respectivement 
9, 8, 7,..-, 0, ou bien 1, 2, 3, ...,9, 0, etc. La fraction a est bien 
définie au moyen d’un nombre fini de mots (puisque sa définition 
complete vient d’étre donnée) et cependant elle n’appartient pas a la 
suite (1); il y a donc contradiction. 

les diverses explications données de cette contradiction ne me paraissant 
pas satisfaisantes(!), je voudrais reprendre la question en me plagant 
sur le terrain des réalités, sans y méler aucune considération métaphy- 
sique ni de logique pure. Pour cela, je préciserai tout d’abord que je 
considére les nombres décimaux qui sont définis d’une maniére pré- 
cise et sans ambiguité possible au moyen d’un nombre fini de mots. 
Si, en effet, & une définition correspondait une infinité de nombres, 
Yensemble de ces nombres, a supposer méme qu’il fat dénombrable, ne se 
rangerait pas dans une suite telle que (r) et le nombre a ne pourrait donc 
étre déterminé. 

Ainsi, je considére les suites de lettres présentant, en langue francaise, 
un sens bien déterminé et définissant d’une maniére précise un nombre 
unique. Pour former toutes ces suites, on pourra procéder comme il suit : 
on considérera un nombre déterminé N de caractéres, choisis parmi les 
quarante lettres de l’alphabet ou signes divers de ponctuation; leurs 
combinaisons possibles sont au nombre de N*° parmi lesquelles, bien évi- 
demment, la plupart n’ont aucun sens; on conservera uniquement celles 
de ces combinaisons qui, non seulement ont un sens mathématique;, mais 
définissent un nombre unique et bien déterminé; l'ensemble de ces 
nembres est sdrement dénombrable, puisque les définitions le sont; je 
dis que cet ensemble E renferme tout nombre a qui peut, au moyen 
d’un nombre fini de mots, étre défini sans ambiguité possible, ce qui 
signifie que deux mathématiciens quelconques, 4 chacun desquels on 
communiquerait la définition, construiront le méme nombre, c’est-a-dire 
trouveront la méme valeur pour chacune des décimales: c’est la le crité= 
rium concret auquel on uoit recourir, sous peine de s’égarer dans des 
distinctions purement théoriques, peut-étre intéressantes pour les philo- 
sophes mais sans aucune valeur pratique. Il pourrait sembier inutile de dé- 
montrer ce fait, puisque l'ensemble E a été construit précisément de maniére 
a renfermer tous les nombres 2; mais il est nécessaire de répondre a ]’ob- 
jection de M. Richard. Ne peut-on, de l’ensemble dénombrable E précé- 
demment défini, déduire un nombre § par la méthode qui vient d’étre 
rappelée a propos de la suite (1); ce nombre § serait bien défini par un 
nombre limité de caractéres, & savoir ceux qui viennent d’étre écrits 
depuis le commencement de cette Nete, et cependant il n’appartiendrait 
pas a I’ensemble E. Voila l'objection. La réponse est aisée : Lorsque la 
définition d'un nombre § fait,-comme la précédente, intervenir une infi- 


(') Voir notamment : Scnenriies, Die Entwickelung der Lehre von den 
Punkimannigfaltigkeiten, zweiter Teil, § 7. 
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nité de nombres a précédemmen: définis, il faut, pour que B soit défini 
sans ambiguité, que la suite des 2‘ soit elle-méme définie sans aucune 
ambiguité possible. Or, ce n’est manifestement pas le cas pour la défini- 
tion précédente, vu qu'il est douteux si le nombre # fait ou non partie 
de la suite des a; les deux pages qui précédent ne peuvent donc étre 
regardées comme définissant sans ambiguité un nombre 8 au moyen d'un 
nombre fini de mots: par suite, la contradiction signalée n’existe pas. 

Ceci ne veut pas dire que nous excluons, de l’ensemble des definitions 
renfermant un nombre fini de mots, celles qui supposent une infinité 
dénombrable d’opérations préalables :, cette exclusion serait entiérement 
arbitraire; mais il faut que cette infinité dénombrable puisse étre 
formée (1) et classée sans aucune ambiguité possible. Voici, par exemple, 
une définition correcte : 

Formons tous les nombres algébriques réels ap, c’est-a-dire les racines 
d’une équation algébrique a coefficients entiers; on sait les classer dans 
un ordre déterminé : pour cela, l’équation 4 coefficients entiers s’écrivant 


Ayr" + a, r2-1+-...4 An12 + 2ng=—0, 
on considére la somme 
n+ |ao|+]a,]+...+] an] 


quiest un nombre entier et qu’on appellera rang de aj; il existe un 
nombre limité de a, ayant un rang donné; on peut les- ranger par ordre 
de grandeur croissante; il est donc aisé d’écrire les ag, sans ambiguité 
sous la forme d’une suite telle que (1); le nombre 2 qui s’en déduit d’aprés 
la régle indiquée plus haut est donc bien déterminé; tout mathématicien 
peut le caleuler avec une approximation indéfinie (*). 

Il est inutile de donner d’autres exemples; les définitions peuvent étre 
indéfiniment variées et compliquées: lorsqu’on parle d’un nombre fini de 
mots, on n’exclut pas le cas ow il faudrait cent mille volumes in-folio 
pour définir un nombre: )'essentiel est que Ja définition n entraine aucune 
ambiguité et, par suite, que chacune des séries dénombrables qui peuvent 
y figurer soit elle-méme définie avec une entiére précision. Si l’on imagine 
la complication que prennent forcément de telles définitions dés qu’on 
veut iatroduire un grand nombre de séries dénombrables, on se rend 
compte combien la prétendue dé finition qui conduit au paradoxe de 
M. Richard est incompléte et insuffisante; si l'on voulait Ia réaliser, on 
serait arrété par de nombreuses difficultés: elle n’a done aucune valeur 


(") Je ne répéte pas que cette formation est entiérement définie par un nombre 
fini de mots. 

(*) Jomets, pour abréger, quelques détails qu’il serait utile de préciser: on 
pourra convenir de ne prendre que les nombres algébriques compris entre 0 et 1 
et de considérer pour chacun d’eux, parmi l’infinité d’équations qu’il vérifie, celle 
dont le rang est le moins élevé. 
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pratique. Pour la mettre en ceuvre, en effet, il faudrait d’abord avoir 
résolu tous les problémes mathématiques qui pourront jamais étre posés : 
car, parmi les définitions possibles, il en est qui supposent la solution de 
problémes; on peut en imaginer des exemples trés variés; j’attirerai parti- 
culiérement l’attention sur les définitions telles que la suivante : le nombre 
 étant écrit sous la forme de fraction décimale, on remplace partout le 
chiffre 7 par le chiffre 8 et invcrsement, et l’on ne conserve le nombre 
ainsi obtenu que si ce n’est pas un nombre algébrique. 

Cette derniére restriction, quelque vraisemblable que soit la solution 
négative, introduit une difficulté insurmontable dans |’état ‘actuel de la 


. Science; si elle est surmontée demain, on imaginera aisément des énoncés 


plus compliqués; on peut conclure que la formation effective de !’en- 
semble E des nombres qui peuvent étre définis au moyen d'un nombre 
fini de mots n’est pas réalisable; ceci ne doit pas nous empécher d’affirmer 
que cet ensemble est dénombrable au sens classique. du mot, car il fait 
partie d’un ensemble dénombrable, a savoir l'ensemble des combinaisons 
qu’on peut former au moyen d’un nombre de lettres ou signes de ponc- 
tuation. 

Mais l’ensemble E n’est pas effectivement énumérable, c’est-a-—dire 
qu’on ne peut pas indiquer, au moyen d’un nombre fini de mots, ua 
procédé sdr pour attribuer sans ambiguité un rang déterminé a chacun 
de ses éléments. I] se présente, en effet, pour certains éléments, des diffi- 
cultés particuliéres, dont la plupart, peut-étre toutes, peuvent aisément 
étre tournées au moyen de conventions (1); mais ensemble des con— 
ventions nécessaires exigerail, pour étre entiérement formulé, une 
infinité de mots, car les difficultés se présentent évidemment une infinité 
de fois sous une infinité de formes différentes. Telle est la réponse qu’on 
doit faire au paradoxe de M: Richard et a tous les paradoxes analogues : 
il est impossible de discuter effectivement sur un problémé dont tous les 
termes ne sont pas explicitement définis; car, dans les cas ov la définition 
explicite exigerait une infinité de mots, elle est en dehors du domaine des 
Mathématiques. 

Les considérations précédentes ne tendent. & rien moins qu’a nier 
l’existence des ensembles qui ne sont pas dénombrables; il me semble 
en effet, comme je l’ai dit dans une Communication faite au IV° Congrés 
international des mathématiciens (Rome, avril 1908, paragraphe V de cette 
Note), que c’est la une notion purement négative. Il me parait ressortir 
clairement de ce qui précéde que l’ensemble des points d’une droite qui 
peuvent étre effectivement définis d’une maniére individuelle est an 


. ensemble dénombrable, mais non effectivement énumérable. 


Il n’est pas possible d’indiquer le moyen de fixer sur la droite un point 
unique et bien déterminé qui n’appartienne pas acet ensemble; la propo- 


(*) D’autres questions exigeraient, en outre, la solution de problémes compli- 
qués, qu’on peut cependant concevoir comme résolus dans l'avenir; je laisse de 


_ cbté cette difficulté-la. 
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sition d’aprés laquelle if y a de tels points est vraie ou fausse suivant 
qu’on admet ou non la possibilité d’une infinité dénombrable de choix 
successifs; mais c’est 1a une question métaphysique, en ce sens que la 
réponse positive ou négative n’aura jamais aucune. influence sur le déve- 
loppement de la Science : tous les points dont on pourra jamais avoir 
besoin dans les raisonnements auront été définis au moyen d’un nombre 
fini de mots; ils constituent le continu pratique qu'utilisent les mathéma- 
ticiens. 

La distinction des ensembles en ensembles dénombrables et non dénom- 
brables me parait done sans valeur pratique, car tous les ensembles 
qu’on pourra jamais considérer sont dénombrables, au sens classique du 
terme, puisqu’ils sont des parties aliquotes d’ensembles dénombrables; 
mais ils ne sont pas tous effectivement éxumérables: pour certains 
d’entre eux Il’attribntion d’un rang déterminé a chacun de leurs éléments 
exigerait une infinité de choix et, par suite, ne pourrait étre réalisée 
au moyen d’un nombre limité de mots, On doit donc distinguer, au point 
de vue pratique, deux classes d’ensembles: les ensembles effectivement 
énumérables et ceux qui ne le sont pas. Une partie aliquote d’un ensemble 
effectivement énumérable n’est pas nécessairement effectivement énumé- 
rable: l’ensemble E considéré plus haut en fournit un exemple. C’est 1a la 
différence essentielle entre la notion d’ensemble effectivement énumérable 
et la notion classique dénombrable. La aouyelle notion me parait avoir le 
grand avantage d’étre moins métaphysique, c’est-a-dire de s'appuyer oe 
sivement sur des réalités observables {7). 

Tous les prétendus paradoxes de la théorie des ensembles proviennent 
dece qu’on a admis comme évidente la proposition suivante: Tout en- 
semble dénombrable est effectivcement énumérable. Ov, il résulte claire- 
ment de ce qui précéde que cette proposition est inexacte. 


VII. — La Philosophie mathématique et linfini (*). 


L’Ouvrage que vient de publier M. Léon Brunschvicg (#) me parait étre 
_un des plus puissants efforts qu’ait jamais tenté un philosophe pour s’assi- 


(*) Je ne puis entrer ici dans tous Ics détails qui seraient nécessaires pour faire 
voir que, partout oa I’on croit utiliser la notion d’ensemble non dénumbrable 
pour un but concret, le raisonnement peut étre modifié de maniére a n’utiliser 
que la notion densemble effectivement énumerable; j'en donnerai cependant un 
exemple. On sait qu’on utilise fréquemment le fait qu’une série ne peut étre 
convergente si l’ensemble de ses termes n’est pas dénombrable; on peut ajouter 
que cet ensemble est alors effectivement énumeérablé; car, les termes dont la 
valeur absolue dépasse un nombre fixe étant forcément un nombre limité, on 


peut indiquer au moyen d’un nombre fini de mots le moyen de les énumérer 
effectivement. 


(7) Revue du Mois, aodt 1912. 
(*) Les Etapes de la Philosophie mathématique (Ff. Alcan, 1912). 
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miler une discipline aussi étendue que la science mathématique et pour 
essayer de traduire en langage philosophique les résultats acquis par les 
savants. Ce Livre ne peut étre analysé en quelques pages; tous ceux qui 
s'intéressent 4 la philosophie des sciences ne manqueront ras de le lire et 
de le méditer. 

Je voudrais discuter ici un point particulier sur lequel il me semble que 
M. Brunschvicg a adopté trop aisément, au sujet de mon attitude sur la 
question de l’infini et du transfini, une maniére de voir de M. Winter; 
Pimportance méme de !’Ouvrage de M. Brunschvicg me parait rendre 
nécessaire de signaler ce qui me semble un malentendu. Peut-étre, 
d’ailleurs, la discussion de ce point particulier jettera-t-elle quelque 
lumiére sur les différences de point de vue, peut-étre inévitables entre 
philosophes et hommes de science. 

Qu’on me permette de citer tout d'abord M. Brunschvicg (‘): 


« ..... Sil fallait voir dans l’attitude empiriste autre chose qu’une régle 
de prudence particuliérement opportune et frappante de la part de ceux-la 
mémes qui ont manié les notions cantoriennes et les ont fait fructifier sur 
le champ de la Mathématique positive, si l’on devait l’ériger en une méta- 
physique qui s’enfermerait rigoareusement dans l’enceinte du fini, on sou- 
léverait des difficultés pratiques qu’on ne parviendrait guére a écarter que 
par des expédients de langage. Par exemple M. Borel borne le domaine de 
la science positive aux ensembles effectivement énumeérables, c’est-a-dire 
tels qu’on puisse «indiquer au moyen d’un nombre fini de mots un pro- 
eédé sir pour attribuer sans ambiguité un rang déterminé 4 chacun de 
leurs éléments (2) » et M. Poincaré donne cette régle de ne « jamais envi- 
sager que des objets susceptibles d’étre délinis en un nombre fini de 
mots (*)». Seulement cette régle si simple préte dans |’application a plus 
d’une question litigieuse : « Car, parmi Jes mots en nombre fini, objecte 

avec toute raison M. Winter, pourront se rencontrer des expressions telles 

que aussi souvent qu'on veut, aussi grand qu’on veut, ou des mots tels 
que toujours, indéfiniment, infiniment ; sommes-nous bien stirs, dans ce 
cas, que la définition n’implique pas, au moins en puissance, l’infinité de 
mots qu’il faudrait éviter (+)? ». 


La forme donnée par M. Winter 4 son objection me parait caracté- 
ristique de la tournure d’esprit philosophique, s’opposant a la tournure 
d’esprit scientifique. Je ne crois pas en effet qu’aucun mathématicien se 
demande jamais, pendant qu'il fait des mathématiques, si une définition 
en termes finis implique ou non une infinité de mots. I] n’y a pour lui 
qu’une distinction utile; certaines définitions permettent de connaitre 


(') Loe. cét., p. 532. 

(*) Les « paradozes » de la théorie des ensembles (Annales scientifiques de 
U’Ecole Normale, 1908, p. 446). 

(3) La logique de l’infini ( Revue de Metaphysique, 1909, p. 482). 

(*) Note sur l’infini en Mathématiques (ibid., 1911, p. 615). 
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parfaitement l’étre mathématique dont on parle, de calculer sur lui sans 
aucune ambiguité ou confusion possible, d’autres ne le permettent pas. 

Si l’on me demande de donner des exemples de ces derniéres definitions, 
j'avoue que je-serai fort embarassé, car je n’ai jamais pu bien comprendre 
Vattitude de ceux qui les admettent, et je crains d’exposer si mal cette 
attitude que la justification de Il’attitude opposée, qui est la mienne, 
n’apparaisse comme véritablement trop aisée. Je vais cependant essayer 
de mon mieux de ne pas trahir la pensée de géométres tels que M. Zer- 
melo et M. Hadamard ('), en prenant un exemple aussi simple que pos— 
sible. Considérons un nombre décimal illimité, par exemple celui qu’on 
désigne habituellement par la lettre 7; 


m == 3,1415926535.... 


Ce nombre particulier est entiérement défini si l'on dit: « x est le 
rapport de la circonférence au diamétre »; dans tous les Traités de Géo- 
métrie élémentaire se trouvent indiquées des méthodes qui permettent, 
au moyen de cette définition, de calculer autant de décimales qu’on veut. 
Ce calcul: serait naturellement fort long, si l’on exigeait un trés grand 
nombre de décimales; mais nous concevons qu il puisse étre effectué; 
nous pouvons d’ailleurs espérer que le perfectionnement de !’analyse per- 
mette d’abréger la durée des calculs; mais, quoi qu’il en soit de ce dernier 
point, il parait incontestable que la valeur dela 1o00* ou de la 3645° déci- 
male de m est actuellement bien déterminée, méme si le calcul n’a pas. 
encore été effectué. Beaucoup de nombres décimaux illimités sont dans le 
méme cas (2). Sur ces points, je crois qu’on sera d’accord. On sera 
d’accord aussi sur le point suivant : Il est possible de définir un nombre , 
décimal limité en demandant 4 un millier-de personnes d’écrire chacune 
un chiffre au hasard; on aura ainsi un nombre bien déterminé, si ces per- 
sonnes étant rangées sur une file, chacune écrit a son tour un chiffre nou- 
veau a la suite des chiffres déja écrits par les personnes qui la précédent. 
Voici maintenant ot le désaccord commence : Est-il possible de définir 
un nombre décimal illimité par un procédé analogue 4 celui-la ? Je ne 
suppose pas qu’on ait jamais songé 4 demander A une infinité de per- 
sonnes d’écrire chacune un chiffre au hasard; mais M. Zermelo et M. Ha- 


.(*) On trouvera, dans un article de jules Tannery cité par M. Brunschvicg 
(p- 530), des idées qui ne sont pas trés différentes de celles que je combats; mais 
cet article remonte a 1897 et les idées de Jules Tannery s’étaient modifiées sur‘ce 
point bien des années avant sa mort: c’est une des raisons pour lesquelles on 
n’a pas cru devoir insérer cet article dans le recueil Science et Philosophie, car il 
ne l’y edt pas inséré lui-méme sans des notes complémentaires dont il m’avait 
parlé souvent, mais que lui seul aurait pu écrire. : 

(*) Les lecteurs désireux de renseignements plus techniques pourront se reporter 
a mor Mémoire qui vient de paraitre : Le calcul des intégraies définies (Journal 
de M. Jordan, 1912) (Note VI de ce. Livre). Voir aussi mes Legons sur la 
théorie de la croissance (Chap. V). 
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damard pensent, je crois, qu’il est possible de regarder un tel choix 
comme réalisé d’une maniére parfaitement déterminée et que, par suite, 
il est possible de parler d’un nombre décimal ainsi défini; bien que la défi- 
nition complete d’un tel nombre exige évidemment une infinité de mots. 
Pour ma part, je considére qu’il est possible de se poser des probléemes 
de probabilités sur les nombres décimaux qui seraient ainsi obtenus en 
choisissant les chiffres, soit entiérement au hasard, soit en imposant cer- 
taines restrictions, restrictions laissant subsister.en¢e choix une part de 
hasard, mais qu’il est impossible de parler d’un de ces nombres, pour la 
raison que, si on le désigne par a, deux mathématiciens différents, lors- 
quils parleront de a, ne seront jamais sirs de parler du méme nombre. 

Ce point de vue est Je seul qui me paraisse mériter le nom de réaliste; 
ce n’est pas le réalisme du philosophe qui se préoccupe de savoir s'il n’y 
a pas de piéges dans les termes de son discours, si l’infini dont il a peur 
{ou dont il a soif) comme d’un dieu inconnu ne s’y cache point quelque 
part, c’est le réalisme du mathématicien qui regarde comme réels les étres 
avec lesquels il vit quotidiennement, et dont il parle couramment, sans 
avoir été jamais exposé 4 un malentendu. Par exemple, si je considére une 
série dont chaque terme est la moitié du précédent : 


I 1 I 
Be apt tS 


gtgte 


toute personne ayant quelquc culture mathématique comprend ce que 
signifient les points qui suivent le signe +; et nul ne doute que la somme 
de cette série ne soit 2. Un nombre fini de mots a suffi pour que nous 
nous entendions parfaitement; il en serait de méme si nous parlions de la 
valeur de telle intégrale définie ou de la solution de telle équation diffé- 
rentielle. Le fait que le mot. in fini est employé dans une définition comme 
celle de l’intégrale n’enléve rien 4 la réalité des calculs et des raisonne- 
ments, dans tous les cas du moins ow cet infini est énumérable, c’est- 
a-dire se réduit 4 la considération de la suite illimitée des nombres entiers, 
suite dont tous les mathématiciens ont, pratiqguement, une idée suffi- 
samment nette et claire pour qu’ils soient certains de s’entendre entre 


‘eux lorsqu’ils en parlent. 


J’ai posé, il y a déja longtemps (1), la question suivante : Est-il possible 
de donner au mot trans finiment un sens aussi universel qu’au mot indé- 
finiment, de telle maniére qu’on puisse parler avec la méme sécurité 
d’une suité transfinie qu’on le fait d’une suite indéfinie ? J’ai d’ailleurs 
posé cette question d’une maniére qui n’était nullement tendancieuse, 
hésitant fort 4 cette époque entre la positive et la'négative. Aujourd’hui 
j’incline vers Ja négative, mais il importe de remarquer que la réponse 
positive ne modifierait pas mon attitude dans la question essentielle pour 


(1) A propos de «l’infini nouveau »; Vantinomie du transfini ( Révue philo- 
sophique, 1899). 
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moi du nombre fini de mots. Peut-étre n’est-il pas inutile d’insister un 
peu sur ce point en rappelant les définitions des nombres tranfinis. 
Lorsqu’on écrit une suite telle que la suite naturelle des nombres 


entiers 
Piece Dawu Wasa terelels 


on se la représente sous la forme d’une série illimitée simple; il peut étre 
commode d’avoir un nom abrégé pour toute série illimitée qui se présente 
sous cette forme simple; M. Georg Cantor a proposé le symbole w qu’il 
appelle le premier nombre transfini. Si l’on suppose que les trois premiers 
nombres 1, 2, 3 sont reportés sur une seconde ligne, par suite regardés 
comme aprés tous les nombres de la premiére ligne, nous aurons la dispo- 
sition suivante : ‘ 

hse 0 pea ook BR Milos 

UU Adiche ts 


qu’én désignera par w + 3. Si l’on écrit d’abord tous les nombres impairs, 
puis tous les nombres pairs, ce qui donne 


Lasgo Os Oe tele ory 
b evlegeel pala Ou eee 


on aura w + 0, c’est-a-dire 2w. 

On peut aussi avoir une infinité de lignes, en écrivant par exemple sur, 
la premiére les nombres impairs, puis sur la seconde les doubles de ces 
nombres, sur la troisi¢me les doubles des nombres de Ja seconde, etc. : 


I, 3, 5, 7) eee | 
‘ 

Doe Ge A FOL BA Goer ac 

QL, 208 tenes 


OF 58 ee Retreat erie) a eoce 


Le Tableau ainsi formé comprend w lignes dont chacune est notée w; 
on le notera w?. 
Sans qu'il soit besoin de nouvelles explications, on voit qu’un Tableau 
tel que le suivant 
25.7, Os UicIO Canta ayciay 


Gipsy 2 20. 280 ae 


5, 75 9, Se te? 


sera noté w?+ w + 2. 
On voit qu’un nombre transfini n’est pas autre chose qu'un procédé de 
rangement des nombres entiers, procédé qui est parfaitement défini au 
moyen d’un nombre fini de mots, La difficulté est la suivante : on peut, au 
moyen d’un nombre fini de mots, définir beaucoup de nombres transfinis, 
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et indiquer les notations par lesquelles on les désignera. Mais on ne peut 
pas les définir ous. Ceci veut dire que, quelfes que soient les définitions 
qu’on aura données (définitions comprenant un nombre fini de mots parmi 
lesquels peut figurer, bien entendu, le mot indéfiniment, dont le sens ma- 
thématique est clair, puisqu’il, dérive de Ja suite naturelle des nombres 
entiers), il y aura des nombres transfinis qui échapperont a ces définitions, 
mais qui pourront étre définis par d’autres mots en nombre fini, sans 
qu on arrive jamais au bout. 

On ne saurait objecter 4 ceci qu'il en est de méme pour la suite des 
nombres entiers; la notation décimale, qui est expliquée dans tout Traité 
d’Arithmétique, donne en effet pour ¢out nombre entier une écriture 
unique, bien déterminée, sur laquelle aucune ambiguité n'est possible : 
if a donc suffi d’un nombre fini de mots pour que tous les mathématiciens 
soient assurés qu’ils écriront de Ja méme maniére deux nombres entiers 
égaux. Il n’y a rien de pareil pour les nombres transfinis; il faudrait une 
infinité de mots pour en fixer la notation d’une maniére dépourvue d’am- 
biguité. Je crains bien que cette difficulté ne soit insoluble : elle est en 
tout cas insoluble par voie analytique; elle ne pourrait étre résolue que si 
le mot transfiniment, par une synthése hardie, acquérait un sens aussi 
clair et aussi universellement dépourvu d’ambiguité que le sens actuelle- 
ment adopté pour le mot indéfiniment. Je ne reviendrai pas ici sur Jes 
raisons pour lesquelles, si l’on admet que le transfini renferme quelque 
chose de plus que le théoréme de Paul du Bois-Reymond, on doit en con- 
clure que le mot indéfiniment renferme quelque chose de plus que la 
remarque finitiste : aprés chaque entier, il y en a un autre ('). 

Je pense que la position « empiriste » ou « réaliste » que j’ai adoptée. 
paraitra maintenant dépourvue de toute contradiction. {1 m’importe peu 
que les mots employés dans une définition impliquent ou non une infinité 
d’opérations; la seule question est de savoir si la loi de ces opérations 
peut étre donnée au moyen d’un nombre fini de mots, de telle maniére 
que cette loi soit concue de la méme maniére par tous les mathématiciens, 
et que le résultat soit par suite défini d’une maniére unique sans ambi- 
guité possible. S’il en est ainsi, on fait de la science; s'il n’en est pas 
ainsi, on est. 4 mon avis, hors du domaine de la science. 

Bien entendu, il est possible de raisonner sur une classe d’étres matheé- 
matiques, par exemple sur tous les nombres réels, ou sur toutes les fonc- 
tions continues, cette classe étant définie au moyen d’un nombre fini de 
mots, bien que les individus ne puissent étre tous définis ainsi. On obtient 
ainsi Ics propriétés générales de la classe, mais on ne raisonné jamais en 
réalité sur un individu déterminé de cette classe, 4 moins qu'il ne s’agisse 
d’un individu trés particulier qui a pu étre distingué de tous les autres 
par une définition finie. 

On pourrait se demander si tout cela n’est pas une querelle purement 


(‘) Voir les articles cités de la Revue philosophique. 
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verbale, car enfin personne n’a jamais écrit une infinité de mots : les idéa—- 
listes les plus impénitents n’ont jamais réellement considéré une définition 
non finie; ils en sont réduits a faire la méme chose que les réalistes, méme 
s'ils pensent qu’ils font autre chose : lorsqu’ils disent qu’ils raisonnent sur 
un nombre incommensurable arbitraire, mais déterminé, s’ils ne le déter— 
minent pas par un nombre fini de mots, ils ne peuvent que faire des rai- 
sonnements qui s’appliquent aussi 4 un nombre indéterminé, c’est-a—dire a 
tous les nombres d’une certaine classe; le réaliste peut donc interpréter 
leur raisonnement comme s'appliquant, non au nombre dont il conteste 
la définition, mais 4 la classe tout entiére. 

J’aurais volontiers adopté ce point de vue sceptique, et renoncé a écrire 
ces pages, rcgardant l’attitude réaliste comme n’ayant pas besoin d’étre . 
défendue, s’il ne m’avait semblé que ces discussions sur l’infini sont de. 
nature a jeter quelque lumiére sur des problemes dont tous les éléments 
sont finis. I] peut paraitre paradoxal d’expliquer le fini par Pinfini, consi- 
déré comme plus simple; c’est cependant un procédé fort courant en 
Physique mathématique : on remplace une suite discontinue d’éléments 
par un solide ou une surface continus; car il est plus simple .d’étudier le 
continu divisible 4 l’infini que le discontinu divisible en un nombre extré- 
mement grand de parties. Actuellement, dans les théories de physique 
moléculaire, on fait volontiers usage simultanément de variables continues 
et de variables discontinues. I] est donc naturel de rechercher ce que 
deviennent les considérations précédentes si au nombre infini on substitue. 
un nombre fini trés grand. pe 

Un gramme de matiére renferme un nombre de molécules qui se chiffre 
par millions de milliards de milliards (c’est—a-dire est de ordre de 102+); 
pour étudier d’une maniére parfaite ses propriétés, il faudrait tout d’abord 
connaitre d’une maniére précise les positions et les vitesses de toutes les _ 
mplécules, ce qui exigerait qu'on se donne des millions de milliards de 
milliards de nombres. Hl est pratiquement aussi impossible d’écrire tous 
ces nombres qu’il est théoriquement impossible d’en éerire une infinité. 
La nécessité théorique des définitions au moyen d’un nombre fini de mots 
se transforme donc, sur le terrain des applications physiques, en la néces- 
sité pratique des définitions au moyen: d’un petit nombre de mots : ces 
définitions seules peuvent étre considérées comme étant scientifiques. Et 
si ja nature n’est pas ainsi? Alors Ja science est impossible. Mais tout 
porte & croire que la science est possible, et que les propriétés physiques 
qui nous intéressent peuvent, méme si elles dépendent en apparence d'un 
nombre colossal de variables, étre suffisamment définies au moyen d’un 
nombre relativement faible de ouneen Ces données seront généralement 
des valeurs moyennes, accompagnées d'indications sur les écarts statistiques 
par rapport a ces valeurs moyennes; on pourrait d’ailleurs concevoir, 
d’un point de vue abstrait, que ces écarts suivent une loi enti¢rement 
différente de la loi de Gauss; mais cette loi devrait pouvoir étre explici- 
tement formulée (par un petit nombre de mots) sous peine d’étre prati- 
quement comme si elle n’existait pas. 


LES POLEMIQUES SUR LE TRANSFINI. 173 


ll nest de science possible que des phénoménes qui peuvent étre décrits 
d’une maniére suffisante au moyen d’un némbre de mots accessible 4 un 
homme pendant la durée de sa vie; c’est 1a peut-étre la raison profonde 
pour laquelle certains phénoménes vitaux et psychologiques échappent 
dans leur détail 4 investigation scientifique, la raison pour laquelle il sera 
sans doute toujours impossible de déduire de l’autopsie du cerveau d’un 
homme la connaissance des pensées qu’aurait eues cet homme s’il n’était 
point mort. Mais sans s’égarer aussi loin de la science actuelle, il est 
permis de se demander s’il peut exister des phénoménes physiques dont la 
connaissance compléte n’exige qu'un nombre fini relativement faible de 
données, tandis que leur explication exigerait plus de mots que !’intelli- 
gence d’un homme ne pourrait en saisir. De tels phénuménes échappe- 
raient a la science humaine, tout au moins a la science « toute subjective » 
qui me parait étre la seule science dont on puisse légitimement parler. 
J’avoue en effet ne pas comprendre ce que veut dire M. Hadamard lors- 
qu'il écrit (1) : « Je dirais plutét : ordination est-elle possible ? (et non 
pas méme peut-on ordonner, de crainte d’avoir a penser a ce qu’est on); 
Baire dirait : pouyons-nous ordonner ? Question toute subjective, 4 mon 
avis, » Je ne concois pas en effet ce que peut étre la possibilité en soi 
d’un acte qui serait impossible pour tout esprit humain; c’est pour moi 
une pure abstraction métaphysique, en dehors de toute réalité scien- 
tifique. 

On se trouve ainsi conduit a se poser un probléme qui est peut-étre le 
plus important de ceux que soulévent les théories physiques modernes : 
certaines sciences ne sont-elles pas sur le point d’atteindre les phéno- 
ménes dont l’explication scientifique détaillée dépasse les possibilités 
humaines, simplement parce qu'elle exigerait trop de mots. Je ne veux 
point aborder ici cette question (?) : je rappellerai simplement les études 
pénétrantes de M. Jean Perrin qui ont paru ici méme (?); le mouvement 
brownien n’est-il pas précisément-l’un de ces phénoménes qui peut étre 
décrit, sous sa forme générale, au moyen d'un nombre relativement faible 
de mots, mais dont la prévision détaillée exigerait un nombre physique- 
ment « infini » d’équations, autant d’équations qu’il y a de molécules; on 
doit se contenter d’une prévision statistique. 

Nous sommes en apparence bien Join de notre point de départ; je pense 
cependant que la relation entre l’infini mathématique et ce qu’on peut 
appeler l’infini pratique des physiciens modernes (nombre trés grand des 
molécules) n'est pas une conception purement artificielle; on sera amené, 
par le développement des théories physiques, 4 approfondir cette relation, 


(1) Voir plus haut, p. 157. 

(2) Voir mon articte sur Le hasard et la vérité scientifique ( Revue de Paris, 
IF aout 1952). 

(3) La discontinuité de la matiére ( Resue du Mois,10 mars 1906, t. I, p. 323); 
Peut-on peser un atome avec precision ? (Revue du Mois, 10 novembre 1908, 


t. VI, p. 513). 
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et c’est peut-étre dans l’étude de ces théories que les spéculations analy- 
tiques sur J’infini et le discontinu trouveront leur signification complete 
et leur champ d’application le plus large. 


VIII. — L'Infini mathématique et la réalité ('). 


A propos de l'article précédent, j’ai recu une Tettre de mon ami Jacques 
Hadamard, a la suite de conversations dans lesquelles nos points de vue 
s’étaient opposés. Voici cette lettre : 


« Cher ami, 


» Je reviens encore une fois sur la question de l’empirismé et de l'idéa- 
lisme, a propos de ton article de la Revue du Mois (aout 1912). 

» Ce n’est pas que j’sie 4 m’élever plus spécialement contre celui-la que 
contre les précédents. Bien au contraire il ne me semble pas avoir 4 me 
plaindre des conclusions qui s’en dégagent. Au fond, elles réduisent le 
différend 4 bien peu de chose. . 

» D’abord, il en ressort que, sile raisonnement de Zermelo n’ « existe » 
pas, le mouvement brownien n’existe pas non plus, ou guére. Ii me semble 
que, pour le « choix » de Zermelo, une existence du méme ordre que celle 
du mouvement brownien est encore assez acceptable. 

» Mais nous sommes encore bien ptus prés d’étre d’accord lorsque tu 
précises en ces termes: « Il est possible de raisonner sur une classe d’étres 
» mathématiques, par exemple sur tous les nombres réels, ou sur toutes 
» les fonctions continues, cette classe etant définie au moyen d’un nombre 
» fini de mots, bien gue Jes indiviaus ne puissent étre ¢ous définis 
» ainsi. » 

» Je ne suis pas bien sur d’avoir jamais dit autre chose. Car, enfin, il 
faut que tous ces individus existent en quelque maniére, pour former la 
classe. 

» En tout cas, a ce compte, si un mouvement brownien n’existe pas, on 
a le droit de parler de la classe des mouvements browniens. (Je ne sais si 
ce serait le vrai moyen d’y voir clair : je ne sais si, une fois rédigées ainsi, 
les Lecons sur la théorie des gaz resteraient ainsi utiles.) De méme, par 
conséquent, Zermelo aurait démontré, sinon qu'il existe une maniére de 
bien ordonner le continu, du moins qu’il existe une classe de pareilles 
ordinations. C’est toujours cela : va pour la classe ! 

» Cela veut dire, en somme, que (si le raisonnement ds Zermelo n'est 
pas ultérieurement perfectionné) nous né pourrons jamais raisonner que 
sur les propriétés communes 4 toutes ces ordinations. Je Je crois volontiers. 
Il y a bien d’autres choses que nous ne pourrons jamais connaitre. 

» C’est méme pour cela que, comme tu le dis fort bien, la Science est 


— 


(') Revue du Mois, x0 juillet 1g14. 
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subjective. Elle est résignée & cela depuis longtemps. Seulement, il est des 
savants, dont je suis, qui croient que, par contre, son objet est objectif, si 
tu me permets ce truisme apparent. Celui-ci est d’ailleurs si loin d’étre réel 
qu'il résume, au contraire, ce qui reste du débat entre les empiristes et 
les.... — je ne peux dire : les idéalistes, car, comme |'a fait remarquer 
Poincaré dans son article de Scientia, le point de vue habituellement 
désigné sous ce nom par les philosophes n’est autre, ici, que le point de 
_ vue empiriste. Ce n’est méme pas 1a le cété le moins curieux du débat : 
c'est la premiére fois que l’idéalisme classique, habitué a s'attaquer au 
monde physique et sensible, se trouve transporté dans le domaine mathé- 
matique. 

» Enfin, n’oublions pas qu’il y a un autre point sur lequel nous tombons 
d’accord, si je ne me trompe : c’est la nécessité d’adopter le point de vue 
auquel je me place, toutes les fois qu’il s‘agit d’intuition et de découverte 
(la Science mathématique n’a jamais progressé autrement, depuis la 
création du calcul infinitésimal ). Et cela me donne l'espérance d’avoir l’avenir 
pour moi, puisque la rigueur n’a jamais eu pour objet que de sanctionner 
et de légitimer les conquétes de I’intuition. 

» A toi. 


. 


» J. HADAMARD. » 


Le point sur lequel je m’accorderais le plus volontiers avec M. Hadamard, 
c’est sur la possibilité méme d’un accord ; je ne puis en effet, malgré |’opi- 
nion de Poincaré, croire que cet accord puisse étre impossible entre 
mathématiciens, en raison de la différence des natures de leurs esprits; du 
moment qu'il s’agit de mathématiques et non de philosophie, le désaccord 
ne peut provenir que d'un malentendu. Je voudrais essayer d’éclaircir ce 
malentendu en me placant a un point de vue aussi objectif que possible, 
c’est-a-dire en essayant de distinguer le symbolisme mathématique de 
l'interprétation qu’en donnent les divers auteurs et lecteurs. 


On a souvent cité, em ces derniéres années, un passage de M. Hilbert 
qui, a propos des principes de la Géométrie, indique nettement le point de 
vue axiomatique ou symbolique : « Pensons trois systémes de choses, que 
nous appellerons points, droites et plans... »./On attribue a priori & ces 
choses certaines propriétés, assujetties simplement 4 ne pas étre contra- 
dictoires en soi, et la déduction de toutes les propriétés qui en résultent 
constitue une géométrie. Cette maniére de procéder est évidemment légi- 
time, en ce sens que l’on a toujours le droit de créer un vocabulaire et de 
construire avec ce vocabulaire un édifice logique; mais |’absence de contra- 
diction logique ne suffit pas a caractériser la construction scientifique. Si 
les travaux géométriques de M. Hilbert sont considérés comme faisant par- 
tie de la science mathématique, c’est en raison des relations étroites entre 
les « choses » que M. Hilbert apnelle points, droites et plans et les « choses » 
que le vulgaire appelle points, droites et plans. Je n’ai pas a insister ici sur 
les analogies ni sur les différences entre ce que Von peut appeler la 
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géométrie logique ou arithmétique et la géométrie expérimentale ; c'est 
la une question qui peut préter a d’intéressantes discussions philosophiques; 
ce’ qui parait hors de toute discussion, c’est que M. Hilbert n’aurait jamais 
songer a doter certaines « choses » des propriétés axiomatiques qu'il a 
codifiées si la géométrie n’ett pas existé depuis longtemps sous sa forme . 
usuelle. Au sujet de la géométrie classique et de ses rapports avec la 
réalité, je ferai encore une remarque évidente : personne ne croit qu'il 
existe des objets satisfaisant rigoureusement aux définitions géométriques, 
mais la géométrie n’aurait pas été créée si les hommes ne croyaient pas tous, 
au moins dans la pratique, a l’existence d’objets qui réalisent approxima- 
tivement ces définitions. 


De méme qu’il est loisible 4 M. Hilbert de penser a des «choses» qu’il 
appelle points droites, etc., de doter ces choses des propriétés qu’il lui plait 
(non contradictoires) et. de raisonner sur ces propriétés, il ne saurait étre 
interdit 4 M. Hadamard [ou a M. Cantor (1), ou a M. Kénig (2), ow a 
M Schenflies (3), ou 4 M. Zermelo, ou 4 M. Hausdorff (+)] de penser a 
des « choses » qu’on appellera infini, ou puissances successives, ou aleph, 
ou aleph exposant aleph, ete., et de doter ces « choses » de n’importe 
quelles propriétés, du moment que ces propriétés ne sont pas contradic- 
toires. Le systéme logique ainsi constitué est irréprochable au point de 
vue logique, du moment que les régies de la logique ont été observées dans 
la déduction, et il n’est pas douteux que si les mots « continu » et 
« ensemble bien ordonné » ont des définitions convenables, la proposition 
« le continu est/un ensemble bien ordonné » ne pourra pas étre mise en 
doute. 

Je suis tout a fait certain que les mathématiciens qui ont élaboré ces 
constructions logiques, et qui avaient fait preuve en d’autres domaines des 
qualités nécessaires de rigueur, ont conservé ces qualités logiques et, s’ils 
se sont trompés (cela peut arriver a tout Je monde), ne se sont trompés que 
fort rarement. Sans qu'il soit nécessaire d’examiner minutieusement en 
détail leurs déductions et leurs calculs, j’attribue donc a leurs conclusions 
la méme valeur que nous. sommes habitués 4 attribuer aux conclusions 
d’un Mémoire mathématique dont l’auteur nous est connu comme ne se 
trompant qu’exceptionnellement. : 

Mais il faut bien comprendre qu’a ce paint de vue logique la valeur des 
conclusions est purement verbale, et que fédifice construit est pour le 
moment sans aucun rapport avec la réalité, méme si !’on accepte de dési- 


(") G. Cantor, Grundlagen einer aligemeinen Mannigfaltigkeitslehre 
(Leipzig, 1883). 

(*) J. Konic, Veue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre 
(Leipzig, Veit, 1914). 

(*) Scua@nrties, Entwicklelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen 
(Teubner, 1913). 

(‘) HavsporFr, Grundlagen der Mengenlehre (Leipzig, Veit, 1914). 
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gner sous le nom de réalité les parties classiques des mathématiques. Nout 
n’accordons donc rien en accordant la valeur logique des déductions oi 
Vinfini, les alephs, etc., sont définis d’une maniére axiomatique; il reste a 
examiner si ces définitions axiomatiques sont en accord avec les idées ow 
les images qui résultent pour les mathématiciens dejeur contact quotidien 
avec les parties classiques de leur science. Nous avons d’autant plus Je 


‘droit d’exiger cet accord que tous ceux qui ont étudié I’infini ont évidem- 


ment cherché a en faire une réalité et certains d’entre eux peut-étre ont 
considéré cette réalité comme allant de soi d'une maniére si naturelle qu’ils 
n’ont méme pas cru qu’ils procédaient par la méthode axiomatique, mais 
se sont figurés qu’ils donnaient des définitions d'une légitimité incontestable. 


Il est cepcndant impossible de ne pas reconnaitre que nous n’obssrvons 
jamais qu’un nombre fini d'objets et ne tragons qu'un nombre fini de signes; 
les mathématiciens n’ont considéré et ne congidéreront jamais individuel- 
lement qu’un nombre fini d’éléments d’une nature quelconque; la position 
des finitistes absolus, qui se refusent a admettre aucun infini, est donc logi- 
quement trés forte. 

Pratiquement, elle l’est beaucoup moins. II suffit d'avoir étudié les élé- 
ments de l’analyse mathématique pour se rendre compte a quel degré de 
complication conduirait la prétention d’exclure |’infini tel qu’on le consi- 
dére dans ces éléments. La considération des séries infinies, pour ne citer 
que cet exemple, conduit a des formules 4 Ja fois bien plus élégantes et 
-plus pratiques que nele seraient les formules obtenues en prenant seule- 
ment un nombre fini trés grand de termes. En ce cas, l’infini se présente 
sous la forme de |’énumérable, c’est-a-dire d’une suite analogue a la suite 
naturelle des nombres entiers (1). Il parait incontestable que les mathé- 
maticiens se font ou croient se faire de cette suite indéfinie . 


(S) Me eee ee 


une image parfaitement claire.Ce qui est peut-étre plus important encore, 
la considération de cette suite n’a jamais conduit a des intuitions inexactes, 


(*) Il y aurait lieu, pour étre complet, de criliquer aussi la notion du continu, 
que beaucoup d’excellents esprits considérent comme donnée par l’intuition géomé- 
trique. A quel point cette intuition spatiale est défectueuse, c’est ce qui résulte 
avec évidence de toute étude approfondie de cette notion. Aucun esprit géométrique 
se basant uniyguement sur l’intuition spatiale ne croira que l’on puisse laisser 
subsister la pius grosse partie d’une droite apres que l’on a enlevé un petit segment 
autour de chacun des points dont |’abscisse est rationnelle; ces points étant 
denses sur toute portion de la droite, on ne vot pas comment on peut enlever 
un segment autour de chacun d’eux et cependant laisser quelque chose. Ce fait, 
et d’autres analogues, doivent rendre trés prudent dans l’introduction du continu 
par la voie géométrique. Je me contenterai de renvoyer & des remarques que 
jai développées ailleurs; voir notamment Le calcul des intégrales definies 
(Journal de Mathématiques de M, Jordan, 1912; Note VI de cet Ouvrage). 
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a des paradoxes ou a des. contradictions. Le seul caractére par lequel elle 
différe d’une suite finie, c’est qu’elle a méme puissance qu'une de ses par- 
ties aliquotes, ce qui s’éclaircit immédiatement par la considération des 
nombres pairs : 


(S‘) Dds Ope Sent Oy (ass wep at Some eo Mis 


Tl est clair que (S’) renferme une partie des éléments de (S); il est non 
moins clair que l’on peut établir entre (S) et (S’) une correspondance uni- 
voque ct réciproque, puisqu’il suffit pour cela de faire se correspondre les. 
termes de méme rang; chaque terme de (S’) étant le double du terme 
correspondant de (S). 


Au sujet de la suite naturelle des nombres entiers, les finitistes peuvent 
cependant formuler des objections qui m’ont été exposées d’une maniére 
particuliérement claire par M. Baire, dans une conversation qui remonte a 
une douzaine d’années. Il y a une certaine part d’illusion dans la clarté que 
usage de la numération décimale jette sur notre intuition de la suite natu- 
relle des nombres entiers. Cette numération est assurément un instrument 
admirable au point de vue pratique, si on la compare au procédé primitif 
qui consisterait a figurer un nombre par autant de traits verticaux qu’il 
renferme d’unités. Mais il faut prendre garde gue cet avantage n’est réel 
que pour les « petits » nombres, n’ayant pas plus de chiffres que nous ne 
pouvons commodément en écrire. S’il s’agissait de nombres ayant seulement , 
quelques milliards de milliards de chiffres, Vimpossibilité de les écrire 
serait pratiquement la méme dans le systéme décimal que dans le systéme 
primitif des traits identiques; car il importe peu que le poids du papier 
nécessaire pour écrire un tel nombre soit de l’ordre du milliard de tonnes 
ou d’un ordre encore plus élevé. — 

La difficulté se recule encore davantage, mais reste au fond la méme si, 
au lieu d'un nombre déterminé assez grand, on se propose simplement de 
figurer par des symboles simples des nombres de plus en plus grands. En 
introduisant des symboles convenables, il sera possible d’écrire effective- 
ment dune maniére trés simple certains nombres qui, dans le systéme 
décimal, ne pourraient pas humainement étre écrits. Si l’on désigne par 
exemple par (n) un nombre de n chiffres, ((7)) sera un nombre dont le 
nombre de chiffres a lui-méme 7 chiffres, de sorte que ((10)) désigne un 
nombre de io milliards de chiffres. En écrivant une parenthése de plus, 
(((10))) désignera un nombre dont. le nombre de chiffres a lui-méme 
10 milliards de chitfres. On peut aller bien plus loin et imaginer que l’on 
écrivedes milliers de parenthéses ainsi superpos¢es, puis qu’au lieu d’écrire 
effectivement ces parenthéses.on désigne par {n] le nombre ((...((10))...)) 
dans le cas ot il y a nv parenthéses; en superposant les crochets, on aura 
une notation encore plus condensée, et ainsi de suite. [1 est impossible de 
ne pas étre frappé de l’analogie entre la définition de tels symboles arithmé- 
tiques et la marche suivie par M. Georg Cantor pour construire les nom- 
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bres transfinis, Dans les deux cas, on est arrété par la méme difficulté; on 
ne peut formuler effectivement qu’un nombre fini de conventions et, si 
loin que ces conventions permettent d’aller, les nombres qu'elles 
permettent d’atteindre pratiquement ne. sont rien a l’égard de ceax qui 
leur échappent. Lorsqu’on sera arrivé a fixer des conventions telles que 
Yon puisse décrire en quelques pages un nombre colossalement grand, il y 
aura des nombres encore bien plus grands qui, avec ces mémes Conventions, 
ne pourront étre définis que par des écritures exigeant des milliards de 
tonnes de papier. 

J’ai tenu a exposer ces objections finitistes en tachant de leur donner 
toute4eur force; elles ne me paraissent cependant pas décisives lorsqu’on 
se place, comme j’essaye de le faire, sur le terrain des réalités, c’est- 
a-dire lorsqu’on examine ce que font réellement ceux des mathématiciens 
qui ne se préoccupent que de comprendre et de faire avancer leur science, 
sans s’inquiéter des controverses philosophiques. 


La notion de l’infini énumérable apparait alors comme n’étant pas seule- 
ment un symbole sur lequel on calcule d’aprés des conventions arbitraires 
et précises, mais comme une possibilité limite congue par notre imagina- 
tion, de méme que la droite idéale ou le cercle parfait. Nous pouvons 
écrire des myriades de nombres entiers de plus en ‘plus grands et raisonner 
sur ces nombres; malgré les difficultés que présente Ja réalisation de la 
suite de tous les nombres entiers, malgré l’impossibilité matérielle de 
dépasser jamais un rang fini dans cette suite (1), nous en imaginons d’une 
maniére plus ou moins. claire le prolongement indéfini. Quelles sont la 
nature psychologique et l’origine historique de cette conception? Nous 
n’avons pas 4 résoudre ces questions difficiles; il nous suffit de.constater 
l'accord pratique des mathématiciens dans l’usage qu’ils font de ces notions 
et lutilité de l'imagination de J’indéfini dans les raisonnements logiques 
sur les symboles qui représentent I'infini. C’est en raison de cette utilité 
qu'il n’est pas arbitraire d’employer les mots qui se rattachent a la notion 
de V’infini énumérable, de méme qu’il n’est pas arbitraire d’employer les 
termes point, droite, plan, pour désigner les « choses » définies par 
M. Hilbert. ; ? 

Lorsqu’il s’agit au contraire de l’infini non dénombrable, je crois cons- 
tater que tous les discours par lesquels on a essayé d’en éveiller en moi 
Vidée n'ont jamais suggéré 4 mon imagination autre chose que |’infini énu- 
mérable ; les raisonnements sur les symboles alephs conservent donc pour 
moi un caractére purement abstrait, ne correspondant & aucune réalité. 


(*) Il est clair, en effet, que si perfeetionnés que l’on puisse coacevoir les sys- 
témes de notations analogues a ceux de la page 178 qui ont été, sont ou seront 
imaginés par les hommes, les nombres ainsi définis effectivement, c’est-a-dire 
dont la définition sera écrite ou pensée par un homme, seront en nombre fini, si 
Pon assigne une durée finie a l’humaniteé. 
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Je ne prétends pas, bien entendu, que d autres ne puissent avoir, mainte- 
nant ou dans !'avenir, une imagination moins pauvre que la mienne; ce que 
je crois pouvoir affirmer, c’est que cette imagination de l’infini non énu- 
mérable n est pas commune chez les mathématiciens et ne juue par suite 
actuellement aucun réle en Mathématiques. Ménera-t-elle un jour a des 
découvertes ceux qui la possédent ou croient la posséder? Ce jour-la, je 
serai d’accord avec M. Hadamard; mais, pour l’instant, j’ai avec moi les 
mathématiciens auxquels on doit les progrés réels effectués en Mathéma- 
liques grace ala théorie des ensembles, et notamment M. Lebesgue, dont 
les travaux ont eu des répercussions si importantes sur toutes les-parties 
de l’analyse classique (1). 


Il y a une réelle analogie entre les controverses sur !’infini mathématique 
et les quereiles entre les écoles de physiciens qu’on appelait il ya quelques 
années les atomistes et les énergétistes. Il ne faudrait pas croire que les 
récents travaux expérimentaux mettant en évidence la « réalité » des 
atomes (2) ont clos cette querelle. J’impossibilité humaine d'écrire les 
équations différentielles des mouvements de tous les atomes ne dépend en 
eflet d'aucune constatation expérimentale; elle est la méme avjourd’hui 
quil vy a vingt ans. Si lon admet que le. but de la science est de 
prévoir les phénoménes observables au moyen des phénoménes obser- 
vables, dans tous les cas of cette prévision est possible (#), il n’est 
pas douteux que ces divers phénoménes et leurs relations mutuelles. 
devront pouvoir sexprimer au moyen dun nombre, non seulement 
fini, mais relatjvement petit, de paramétres et d’équations. Ces 
équations et les raisonnements qui les accompagnent sont en définitive des 
relations entre des mbts et des symboles dont il est possible de donner une 
définition abstraite, tout comme de!’ « infini » de M. Cantor.ou des « droites » 
de M. Hilberts au point de vue logique, l’exactitude des raisonnements et 
des équations ne dépend pas du sens attaché aux mots et aux symboles, ce 


(') M. Lebesgue ma communiqué, pendant que je corrigeais les épreuves de 
cet ariicle, les épreuves de sa discussion avec M. Hadamard au Congrés de philo- 
sophie mathématique d'avril 1914. qui doit parattre dans la Revue de Metaphy- 
sigue et de Morale. Ul se place 4 un point de vue assez différent de celui que 
Jai adopte ici, mais je m’accorderais avec lui sur beaucoup plus de points qu'avec 
M. Hadamard. 

(:) Emissioa des particules 2 observées individuellement, expériences de 
M. Jean Perrin sur le mouvement brownien, théorie du bleu du ciel, etc. Voir le 
Livre de M. Jean Perrix. Les Atomes, ou les preuves de la « réalité » molécu- 
laires ont été exposées d'une maniére aussi compléte et aussi claire que 
possible. 

(°) On sait que. dans certains cas. les phénoménes ne peuvent pas étre prévus 
individuellementd’unemaniere précise et que l’on doit se contenter d'une prévision 
statistique; vocr mon Introduction gcometrique a quelques theories physiques 
(Gauthier-Villars), notamment Note VII, et mon Livre sur Le Hasard (F. Alea). 


nN 


LES POLEMIQUES SUR LE TRANSFINI. 1845 


sens peut du moins étre varié de bien des maniéres : il suffit que les défi-. 
nitions logiques de ces mots, de ces symboles et de leurs relaticns mutuelles 
soient exemptes de contradiction. On peut ainsi concevoir une theorie 
logiquement parfaite et sans rapport avec la réalité; cette théorie pourrait 
étre également interprétée dans un langage atomiste ou dans un langage 
ou il ne serait pas question d'atomes. 

Si, cependant, on constate que les raisonnements sont singuliérement 
facilités par l’imagination des atomes, on sera conduit a attribuer a ces 
atomes une « réalité ». On peut d’ailleurs se demander dans quelle mesure 
cette imagination est illusoire, et en particulier douter que nous arrivions 
a imaginer effectivement et non pas seulement verbalement les chocs innom- 
brables des molécules. A un autre point de vue, on peut observer que la 
mécanique statistique n’étudie jamais un modéle mécanique déterminé, 
mais seulement une classe de tels modéles; doit-on attribuer une réalité au 
modéle unique ou seulement a la classe? 

Ce sont 1a des questions qui me paraissent fort intéressantes et sur 
lesquelles jespére revenir dans une autre occasion; je tenais seulement a 
signaler en passant les analogies qui les rattachent aux controverses sur 
Vinfini mathématique. 


Pour conclure, je suis parfaitement d’accord avec M. Hadamard pour 
penser que les intuitions qui conduisent a des découvertes sont l’essentiel 
en Mathématiques; mais c’est précisément pour cela que je me suis 
toujours efforcé de séparer celles des parties de la théorie des ensembles 
qui ont effectivement contribué au progrés de la théorie des fonctions, des 
constructions logiques purement verbales dans lesquelles on jongle avec 
des symboles auxquels ne correspond aucune intuition. 


NOTE V. 


LES PROBABILITES DENOMBRABLES ET LEURS APPLICATIONS ARITHMETIQUES. 


I. — Les probabilités dénombrables. 


4. On distingue généralement, dans les problémes de probabilités, deux 
catégories principales, suivant que le nombre des cas possibles est fini ou 
infini : la premiére catégorie .constitue ce qu’on appelle les probabilités 
discontinues, ou probabilités dans le domaine du discontinu, tandis que 
la seconde catégorie comprend les probabilités continues ou probabilités 
géomeétriques. Une telle classification apparait comme incomplete, lors— 
qu’on se reporte aux résultats acquis dans la théorie ges ensembles; entre 
ia puissance des ensembles finis et la puissance du continu se place la 
puissance des ensembies dénombrables; je me propose de montrer briéve-— 
ment l’intérét gui s’attache aux questions de probabilités dans l’énoncé 
desquelles interviennent de tels ensembles; je les appellerai, pour abréger, 
probabilités dénombrahbles. 


2. Avant de définir plus précisément les probabilités dénombrables, je 
voudrais indiquer en quelques mots les rajsons pour lesquelles il m’a 
semblé que leur étude ne devait pas étre plus longtemps négligée. La 
principale de ces raisons est I’importance de la notion d’ensemble dénom- 
brable; cette importance n’est contestée par aucun mathématicien; mais 
elle me parait étre plus grande encore qu'on ne le croit généralement. 

Beaucoup d’analystes, en effet, mettent au premier rang la notion du 
continu; c’est elle qui intervient d’une maniére plus ou moins explicite 

_dans leurs raisonnements, J’ai indiqué récemment (1) en quoi cette notion 
du continu, considéré comme ayant une puissance supérieure a celle du 
dénombrable, me parait étre une notion purement négative, la puissance’ 
des ensembles dénombrables étant la seule qui nous soit connue d’une 
maniére positive, la seule qui intervienne effectivement dans nos raison- 
nements. Il est clair, en effet, que l’ensémble des éléments analytiques 
susceptibles d’étre réellement définis et considérés ne peut étre qu’un en- 
semble dénombrable; je crois que ce point de vue s'imposera chaque jour 


(‘) BorrL, Les paradoxes de la théorie des ensembles (Annales scientifiques 
de t’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XXV, 1908; Note IV, § VI de ce Livre). 
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davantage aux mathématiciens et que le continu n’aura été qu'un instru- 
ment transitoire, dont l’utilité actuelle n’est pas négligeable (comme nous 
allons d’ailleurs en donner des exemples dans un instant), mais qui devra 
étre regardé seulement comme un moyen d’étudier les ensembles dénom- 
brables, lesquels constituent la seule réalité que nous puissions atteindre, 


: 


3. Nous classerons en trois epiceniics les problémes de probabilités 
dénombrables : 


1° Le nombre des cas possibles est limité dans chaque épreuve, mais les 
épreuves sont en infinité dénombrable; 

2° Les cas possibles sont en infinité dénombrable et le nombre des 
épreuves est limité; 

3° Les cas possibles et les épreuves sont en infinité dénombrable. 


Ces distinctions sont d’ailleurs surtout pratiques; au point de vue pure-. 
ment logique, il ne serait pas difficile de traiter simultanément les 
questions des trois catégories; cette maniére de procéder me parait pré- 
senter plus d’inconvénients que d’avantages. 


4. Nous nous occuperons d’abord des problémes de la premiére caté— 
gorie, ou le nombre des cas possibles est limité dans chaque épreuve ; 
pour éviter des écritures superflues, nous supposerons qu'il y a seulement 
deux cas possibles que nous appellerons, suivant un usage commode, le 
cas favorable et le cas défavorable; le lecteur fera facilement l’extension 
de nos résultats 4 l’hypothése ot le nombre des cas possibles est supérieur 
a deux, en restant fini. 

On fait une infinité dénombrable d’épreuves successives, qui seront 
numérotées a l’aide des nombres entiers dans leur ordre naturel; la pro- 
babilité du cas favorable est désignée par p, pour l’épreuve de rang n; la 
probabilité du cas défavorable est gn =1— Pn. 


Propteme 1. — Quelle est la probabilité pour que le cas favorable 
ne se produise jamais? Nous désignerons cette probabilité par Ao; 
Vapplication du principe des probabilités composées donne 4 


= (1— pi) (I— ps)---(f— Pn) +: 


Nous discuterons tout a l’heure la légitimité de l’extension du principe 
au cas d'une infinité d’épreuves; étudions d’abord la formule. Si la série a 
termes positifs 


(1) Pit Pat.st pat 


est convergente, il en est de méme du produit infini Ao; celui-ci est alors 
convergent; il est différent de zéro, sauf dans le cas ot l'une des proba- 
bilités pp est égale a l’unité. Nous exclurons ce cas : le lecteur apercevra 
aisément les modifications qu’il faudrait introduire dans ce qui suit, lors- 
qu’on admet qu’un ou plusieurs des py, peut étre égal a Vunité. Nous 
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pouvons done dire que, dans le cas de convergence, la probabilité Ao a 
une valeur bien déterminée, différente de zéro et de l’unité. 

Si la série (1) est divergente, il en est de méme du produit Ao: le pro- 
duit des n premiers facteurs tend, lorsque n augmente indéfiniment, vers. 
la limite zéro; telle est la valeur qu’on est conduit 4 attribuer a 1a proba- 
bilité cherchée Ao; quelques explications sont cependant nécessaires. 

Dans le cas de la convergence, l’extension du principe des probabilités 
composées va de soi, et aussi la définition de la probabilité cherchée. Si 
l’on considére en effet les m premiéres épreuves, les principes classiques 
permettent de définir et de calculer la probabilité pour que le cas favo- 
rable ne se présente pas dans! ces n épreuves; on constate que, m gran 
dissant, non seulement cette probabilité varie trés peu d’une maniére 
absolue, mais varie aussi trés peu d’une maniére relative, c’est-a-dire que 
ses variations sont une fraction trés faible de sa valeur. On peut donc, 
ayant assigné telle valeur qu’on veut a Ja précision relative qu’on désire 
atteindre, étre certain que cette précision est effectivement atteinte au 
bout d’un nombre d’épreuves, peut-étre fort grand, mais assignable; le 
passage ala limite que nous avons effectué ne souléve donc aucune diffi- 
culté et est entiérement justifié. 

Il n’en est pas de méme dans le cas de la divergence, et une remarque 
préliminaire est nécessaire. Il y a, en effet, une véritable discontinuité 
entre une probabilité infiniment petite, c’est-a-dire une probabilité variable 
qui tend vers zéro, et une probabilité égale a zéro. Si petite, en effet, que 
soit la probabilité du cas favorable, celui-ci est possible; tandis qu’il est 
impossible si la probabilité est nulle. Tels sont du moins les résultats 
classiques dans Ja théorie des probabilités discontinues; il n’en est pas de 
méme dans la théorie des probabilités continues:: la probabilité pour 
qu’un nombre pris au hasard soit rationnel est nulle (1); cela ne veut 
pas dire qu’il n’y a pas de nombres rationnels. Ii en sera de méme pour la 
théorie des probabilités dénombrables : probabilité nulle ne devra pas 
étre considérée comme l’équivalent d’impossibilité. Ceci étant bien 
entendu, il n’y a plus d’inconvénient a dire que, dans le cas de la diver- 
gence, A, est nul; mais on ne devra pas perdre de vue que ce langage ne 
signifie pas autre chose que ceci: la probabilité pour que le cas favorable 


ne se produise pas tend vers zéro lorsque le nombre des épreuves aug- 
mente indéfiniment, 


ProsieMeE If. — Quelle est la probabilité pour que le cas favorable 
se produise k fois et k fois seulement ? Nous désignerons cette probabilité 
par Ax. Caleculons d’abord A;. La probabilité pour que le cas favorable se 


produise a la premiére épreuve et ne se reproduise plus jamais ensuite est 
évidemment ; 


wi = pi(l — po) (I— p3)...(1— pn)... 


(*) Voir Boren, Remarques sur certaines questions de probabilité ( Bulletin 
de la Société mathématique de France, t. XXXII, 1905, p. 123-128), 
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Dans le cas de la divergence, w; est nul; dans le cas de la convergence, 
on a 


De méme, !a probabilité w, pour que la nitme épreuve soit seule favorable 
est nulle, dans le cas de la divergence, et donnée, dans le cas de la conver 
gence, par la formule 


Un raisonnement analogue 4 celui que nous avons fait dans le probléme I 
permet d’appliquer, dans le cas de la convergence, le principe des pro- 
babilités totales; on obtient ainsi 


Aj= Ao (Fe Pt fr +...). 
I—pPi 1— Pe I~ Pn 


La série qui multiplie Ay est visiblement convergente; nous poserons 


eM fire Pn 
un = = 
p : I— Pn Jn 
et nous écrirons 
(2 Ay = AoE un. 


L’extension de cette formule au cas de la divergence demande quelque 
précaution; la série 4 termes positifs Zu, est, en effet, divergente; sa 
somme doit étre regardée comme égale a +0 et, Ay étant nul, Ay se pré- 
sente sous la forme o x «. A un autre point de vue, on peut dire que la 
probabilité cherchée A, est la somme des probabilités wy, qui sont toutes 
riulles; mais, leur nombre n’étant pas fini, on ne peut pas en conclure 
sans précaution que la probabilité totale est nulle, si l’on se souvient que 
probabilité nulle ne signifie pas impossibilité. Calculons done la proba- 
bilité ¢,, pour que le cas favorable se produise une fois, et une fois seule- 
ment, sur les m premiéres épreuves; on a 


on = (1— pr) (1 — pe)... (1— Pn) (Ur + Ugt...-+ Un), 
d’ou l’on conclut 
On < O-Pst+ Pat + Pr) (Uy + Ug... + Un), 


et l’on apergoit immédiatement que la divergence de la sérié py entraine 
la conséquence que c, tend ver's zéro lorsque n augmente indéfiniment; on 
a donc, dans le cas de divergence, 


A,;=0. 


On démontrerait de méme que A, est nul, dans le cas de divergence, et 
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donné, dans le cas de convergence, par la formule 


Ag = Ao( Uy Ug Uy U3 Uy Uy + Ug Wg + Uy Uy + Ugly... +.) 


qu’on peut aussi écrire 
Ag= Ap lup un’, 
e 
mais en ayant soin de spécifier que la somme ne renferme que les produits 
de deux facteurs u, d’indices différents et chacun une seule fois. 
De méme A, est nul, dans le.cas de divergence, et donné, dans le cas de 
convergence, par la formule 


(3) Ay = Ap DUn, Un,» Unys 


dans laquelle la signification du signe = ressort de ce qui précéde : chaque 
combinaison de k indices différents doit y figurer une seule fois. 


ProsLeMeE II. — Quelle est la probabilité pour que le cas favorable . 
se produise une infinité de fois ? Nous désignerons cette probabilité 
par A. et allons la calculer d’abord dans le cas de convergence. Eva- 
luons, dans ce but, la somme 


S = Ay+A,-+ Aot+..-+ Pera 
Les formules (2) et (3) permettent d’écrire. 
S = Ag(it+ uw) (1+ ua)...(1+UR)..., 


le produit infini étant convergent en méme temps que la série (1). Mais 
nous avons 


(4) Ao=(I— pr) (1— Pa) .--(1— Pa), 
‘Pn Pr 

5 = — = 

(5) ae Fe i— Dn 


et, par Suite, 


. Nous obtenons donc finalement 


S= Ae y =i. 


Mais la probabilité cherchée A. est évidemment égale 4 1 — S; sa valeur 
est donc zéro, résultat au sujet duquel nous ne répétons pas les remarques 
déja faites. 

1] est remarquable que ce résultat soit indépendant de toute hypothése 
sur la fréquence avec laquelle doit se produire l’infinité de cas favorables. 
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Rien n’a été spécifié a cet égard; si l’on désigne par 9(h) le rang de 
Pépreuve par laquelle se produit le cas favorable dont le rang est h, la 
fonction o(h) peut avoir une croissance aussi rapide qu’on veut. 

Plagons-nous maintenant dans le cas de divergence. Chacune des proba- 
bilités A, étant-nulle, on peut induire qu'il en est de méme dela somme S, 
et que par suite A, est égal a l’unité. Le résultat est exact, mais le rai- 
sonnement précédent manque de rigueur, pour des raisons déja indiquées. 
Il est clair, d’autre part, qu’on ne peut ici rechercher la probabilité pour 
que le cas favorable se produise une infinité de fois sur n épreuves, et 
faire croitre ensuite n indéfiniment; on raisonnera donc comme il suit : 
Choisissant un nombre fixe m, on cherchera !a probabilité pour que le cas 
favorable se produise plus de m fois sur n épreuves et l'on calculera la 
limite vers laquelle tend cette probabilité lorsque n augmente indéfini- 
ment; j’omets le calcul facile dont voici le résultat : Cette limite est l’unité 
quel que soit le nombre fixe m; cela signifie qu’on peut avec avantage 
parier une somme aussi grande qu’on veut contre 1%, que le nombre des 
cas favorables sera supérieur 4 un nombre fixe quelconque m; c’est préci- 
sément la signification de cet énoncé : la probabilité A. est égale a un. 
Il est inutile, en effet, de répéter que, dans le cas des probabilités conti- 
nues, on ne doit pas confondre probabilité égale a un avec certitude, 
pas plus qu’on ne doit confondre probabilité égale a zéro avec impos- 
stbilité. 

On peut résunier ainsi les résultats obtenus dans l’étude de cette premiére 
catégorie de problémes : 


Dans les cas ow la série (1) est convergente, les probabilités Ao, 
Ay, ....ont des valeurs déterminées non nulles et la probabilité A. est 
nulle; dans le cas de la divergence, les probabilités A; sont toutes 
nulles et A. est égale a l’unité. 


5. Passons maintenant a la seconde catégorie de problémes, ou les cas 
possibles sont en infinité dénombrable; supposons d’abord qu'il y ait une 
seule épreuve et soient py, Po, P3, ---, Pa, --- les probabilités des divers 
cas possibles; la série 4 termes positifs 


Pist Pat---+ Pnrt--- 


doit, non seulement étre convergente, mais encore avoir pour somme 
Vunité; cette derniére affirmation exige quelques ‘éclaircissements. On 
pourrait, en effet, se demander si, dans certains cas, une infinité de pro- 
babilités nulles ne fournirait pas une somme finie; je me contenterai de 
dire & ce sujet qu'une telle hypothése ne me parait pas logiquement 
absurde, mais que je n’ai pas rencontré de circonstances ou il m’ait paru 
avantageux de l’introduire. Je me contenterai donc de I’écarter, par une 
conyention expresse, c’est-a-dire que les cas ou elle se produirait, sil en 
existe, sont écartés des considérations qui suivent; pour pouvoir appliquer 
nos résultats A un probléme particulier, il suffira de constater qu’on n’est 
effectivement pas dans l’un de ces cas. 


° 
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Ge qui fait la difficulté et en méme temps l’intérét des problémes de la 
seconde catégorie, c’est que les probabilités p, sont rarement connues 
avec précision; parfois méme, on n’aura sur elles que de vagues rensei- 
gnements; on devra alors, suivant une méthode indiquée par M. Poincaré 
pour les probabilités continues, rechercher quelles conclusions générales 
on peut obtenir, avec le minimum d’hypothéses sur les pn- 


Prostime [V: — Quelle est la probabilité pour que m épreuves suc- 
cessives donnent des résultats tous différents ? 


Désignons par T,, la probabilité demandée; l’emploi de formules clas- 
siques conduit aisément a la formule 


(6). Tm = M:% Pn, Pr.+-+Prm 


le signe © s’étendant a toutes les combinaisons.de m indices différents, 
chaque combinaison étant prise une fois seulement. 
Pour évaluer les T,, nous introduisons la foiction entiére 


(7) F(z) = (1+ piZ) (1+ pos)... (1+ pnZ)-.s, 
qui est de genre zéro, puisque la série 4 termes positifs Zp, est conver- 
gente. On a visiblement 

F(z) =14+ 2h pi+ 22d py pet... + "3 Dn, Pry-++ Pam: ee) 


c’est-a-dire, d’aprés (6), 


(8) Fe aie- ha ee S 
bie m. 


La détermination asymptotique de T,,, pour de grandes valeurs de m, 
dépend de l’ordre de la fonction entiére F(z); cet ordre, d’aprés (7), 
dépend lui-méme de l’ordre infinitésimal de pz. Supposons, pour fixer les 
idées, qu’on ait, c étant une constante (1), 


. I : : 
la fonction F(z) est alors d’ordre es c’est-a-dire que sa croissance est 
comparable, a une premiére approximation dont nous nous contenterons, 


a celle de la fonction cosy/z; les coefficients des deux fonctions-sont donc 
comparables 4 la méme approximation (2); or, on a 


cos /z = San ‘ 


() La valeur de c se déduit immédiatement de la relation Bp, = 1. 
(*) Le fait que tous les p, sont positifs dans la formule (7) entratne la consé- - 
quence que ies coefficients sont tous asymptotiquement égaux a la valeur ealculée; 


eae certains d’entre eux pourraient étre inférieurs a cette valeur ou méme étre 
nuls. 


, eeaae 


<i 
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On a donc, asymptotiquement, 


Tm 1 


+ 
mi (2m)! 


, 


c’est-a-dire 


oe mmem\/onrm I ( e ‘ 
Ant > . 
22" mim e-2m /i zm V2 4m 
PropLemE V. — Quelle est la probabilité pour que m épreuves 


donnent précisément m --1 résultats différents? 
Si lon désigne par V,, cette probabilité, on a 
Vn=(m—1)! = Pi, Pree ++ Pam—e 
La méthode classique de Waring donne 
= Pn, = Pr, Pry ++ Pram = M = Pn, Pay+++ Pam = Pi, Prs- Phone 
c’est-a-dire, puisque =p, =1, 


Vin a f Ye Tm 


(m—1)! ~~ (m—1)! mt? 


Vn= Tn-1 ae Tn- 


ou enfin 


On résoudrait de la méme maniére les questions analogues. 

On voit quelle est l' importance jouée dans ces questions par la maniére 
dont se comporte asymptotiquement pj, maniére qui est caractérisée le 
plus simplement possible par la fonction F(s). Cette fonction entiére 
interviendra de méme dans toutes les questions ow interviendra réelle- 
ment le fait que les cas possibles sont en infinite dénombrable. On 
pourrait imaginer en effet des questions, sur lesquelles je juge inutile 
d’insister, dans l’étude desquelles pourraient étre négligés, du moment 
quon a fixé l’approximation désirée dans les calculs, tous Jes p, dont 
indice dépasse un certain nombre assignable, toujours le méme; tout se 
passerait dés lors comme si les cas possibles étaient en nombre fini, c’est- 
a-dire qu’on retomberait dans la théorie classique des probabilités discon- 
tinues. 

Le caractére essentiel d’un probléme de la catégorie qui nous occupe 
est donc lordre infinitésimal de p,; cet ordre doit étre tel que la série 
a termes positifs Zp, soit convergente, mais il n’est assujetti aypriori a 
aucune condition; étant donnée une série convergente quelconque a termes 
positifs 


9 = Za, 

on peut, en effet, poser ‘ 
n 

Pra = z 


et l’on a 
= Pa=t. 
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On voit par 14 combien est grande la variété possible des hypothéses 
sur les py, : dans les applications, on sera naturellement conduit 4 consi- 
dérer tout d’abord les plus simples, correspondant aux caractéres de 
convergence usuels des séries 4 termes positifs, 


6. Abordons maintenant les questions de la troisiéme catégorie, ot Yon 
suppose 4 la fois en infinité dénombrable les cas possibles et les épreuves. 
La probabilité du cas de rang 7 dans l’épreuve de rang s sera désignée 


par Pn,s- 
Quel que soit s, la série 


Piyst Past ose t+ Pays tee- 


est convergente et a pour somme l’unité : nous ne répéterons pas ce que 
nous-avons déja dit a ce sujet pour les een lores de seconde catégorie. 
On a ainsi les relations 


Prit Pait.--+ Pait...=1, 
Piz P2etee et Pn. 1, 
Pij3t+ Paste--+Pna3zt --=1, 


(9) 


Ces relations sont compatibles avec des hypothéses fort diverses sur les 
séries telles que la suivante 


Pritr Part. oot Pays tess 


Si ces derniéres séries sont convergentes, quel que soit 7, on dira qu’on 
est dans le cas de convergence}; on sera dans Je cas de divergence si elles 
sont toutes divergentes et dans le cas mizte si les unes sont convergentes 
et les autres divergentes. 

Je n’étudierai ici que le cas de convergence; nous poserons 


(10) Cn= PnirPne+++s+ Pnayst.... 
On peut observer que la série a termes positifs 
ZC, 


est sirement divergente, car, si elle était convergente, il en serait de méme 
de la série double 
ZZ Pays; 


ce qui est contradiotoire avec les relations (g) @'aprés lesquelles on peut 
choisir dans cette série des termes dont la somme dépasse tout nombre 
assignable. 

Pour chacun des cas possibles, nous pouvons résoudre les problémes I, 
Wf et If] traités plus haut : il suffit de considérer l’arrivée du cas considéré 
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comme cas favorable et l’arrivée de toute autre comme défavorable. Nous 
désignerons, pour le cas possible de rang n, par 


Brio, Brit, ears Bak; se) Bro 
les probabilités respectivement désignées plus haut par 


Ao, Ai, ase, Ax, eney Aw: 
On désigne par By,x, par exemple, la probabilité pour que le cas possible 
de rang 7 se produise précisément k fois dans l’ensemble des épreuves. 
Si l’on pose 
. Pry 
II e = oO 
(11) ns SSTES 
ona 
Brnyo = U(1— Pn,s); 
Bas =Bryod Ynys» 
(12) 
Bnyk = Bro ZVn,s, neyo s Pn,sps 


Bn, = 0. 8 


Prosteme VI. — Quelle est la probabilité pour que chacun des cas 
possibles ne se produise quun nombre fini de fois? 


Une solution immédiate est fournie par le raisonnement suivant : On a 
Bn,» = 0; la probabilité pour que le cas de rang n ne se produise qu’un 
nombre fini de fois est donc égale a l’unité; la probabilité pour qu’il en 
soit de méme quel que soit nm est une probabilité composée, égale par 
conséquent au produit d’une infinité de facteurs tous égaux a l’unité; la 
valeur de ce produit est l’unité : telle est la probabilité demandée. 

Il ne sera pas inutile d’examiner d’un peu plus prés la question, afin de 
se rendre compte de la rigueur du raisonnement : le fait que les facteurs 
égaux A l’unité sont en infinité dénombrable pourrait, en effet, laisser 
subsister quelque doute sur la valeur de leur produit. 

Cherchons d’abord la probabilité pour que chacun des cas possibles ne 
se produise pas plus d’une fois. La probabilité, pour le cas de rang n, de 
ne se produire qu’une fois au plus, est égale 4 la somme de la probabilité 
pour qu'il ne se produise pas et de la probabilité pour qu’il se produise 
précisément une fois, c’est-a-dire a 


Bnjo + Bays: 
Les formules (11) et (12) donnent, par des transformations simples, 


sae 


I 
Brot Bray (1+ Ont One. et Onis ++.) | | Rice Water 


$=3 


La probabilité pour que chacun des m premiers cas se produise au plus 
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une fois est donc 


n=m n=—m se se 
. I 
= I Ons. ——_— ]°¢ 
(3) [[@.0+B)=[]] (+ Qe izes 
n=1 n=1 sa 4 <2 


Il s’agit de déterminer la limite vers laquelle tend Je second membre 
lorsque m augmente indéfiniment. Or, la série double 4 termes positifs 


Xz Pn,s 
étant divergente, il en est de méme de la série double a termes positifs 
Zz ep,5- 


‘On en conclut aisément que le produit (13) tend vers zéro lorsque m 
augmente indéfiniment. En effet, le rapport 


Lun 
(1+ up) 


tend vers zéro lorsque les nombres positifs u, deviennent de plus en plus 
nombreux et tels que leur somme augmente indéfiniment. Dans les mémes 
conditions, le rapport 


Dun + Dn, Un, +... BUn, Un, +.» Uny 
(1+ up) 


tend aussi vers zéro quel que soit le nombre fini k; on en conclut que le 
produit 


rn=m 


i : (Big-# Baie Bae) 


rt | 


tend vers zéro, quel que soit le nombre fixe &, lorsque m augmente indéfi- 
niment. La limite de ce produit pour m infini est égale & la probabilité 
Rour que chacun des cas possibles se produise au plus k fois. Cette 
probabilité est donc nulle, quel que soit le nombre fixe k. Mais il ne faut 
pas la confondre avec la probabilité pour que chacun des cas possibles ne 
se produise qu’un nombre fini de fois; car, les cas possibles étant en 
infinité dénombrable, il peut atriver que le cas de rang 7 se produise un 
nombre fini de fois, k,, mais que, parmi les nombres kp, il y en ait qui 
dépassent tout nombre assignable. Nous allons voir que cette éventualité 
a précisément une probabilité égale 4 l’unité, les deux autres éventualités 
possibles, a savoir : 1° les kn sont tous inférieurs & un nombre fize k; 
2° certains des kn sont infinis, ayant toutes deux une probabilité égale 
a zéro. Nous venons de le voir pour la premiére de ces éventualités; nous 
allons le prouver pour la seconde. 
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Dans ce but, posons 


Sar Bayo Baye. Briks 
Raie= Bn kai Brjkiat.. . 


Nous savons qu’on a 


sa @ 


Sree Rn, = >» Bris =. 


San0 


Etant donné un nombre « aussi petit qu’on yeut, il est clair qu’on peut 
choisir des nombres k,, tels qu’on ait 


rc) 
‘ : Rain <e, 
“ma=1 


Ja série du premier membre étant, bien entendu, convergente. 
Calculons la probabilité pour que le cas possible de rang n ne se pro- 
duise pas plus de X,, fois; cette probabilité est 


Il Srp =[Jc — Ras, )- 
n=1° n=1 


Or on a, pour @ suffisamment petit (pour BS -) ? 
2 


1—2>e-% >i—oaza, 
On en conclut : 


[]¢ — Bri.) > en2= Raha > e-% > 1 — 2, 


n=1 


On peut donc, étant donné le nombre arbitraire ¢, choisir les 
nombres ky de maniére que la probabilité pour que le cas de rang n 
ne se produise pas plus de kn fois différe de l’unité de moins de 22. 

La probabilité pour que l’un des cas possibles se produise une infinité 
dénombrable de fois est donc inférieure a 2¢, quel que soit ¢, c’est-a—dire 
quelle est égale a zéro. 

La détermination effective des k,, en fonction de «, dépend de Ja rapi- 


dité de convergence des séries 
eo 
> Bn,s; 
s=0 


parce dépend elle-méme de la rapidité de convergence des séries (com- 
B. 43 
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parables l’une a l’autre ) 


La nature de la convergence de ces derniéres séries, lorsque m varie, est 
la caractéristique essentielle des problémes de probabilités de la troisiéme 
catégorie; leur variété est donc trés grande, mais je me bornerai pour le 
moment a ces indications, ne youlant pas entrer dans des développements 
théoriques sans applications. 

J’espére avoir suffisamment montré, par les quelques problémes traités 
d’aprés quelles méthodes et au moyen de quels principes doivent étre 
abordées les diverses catégories de problémes de probabilités dénom- 
brables; je vais maintenant faire voir quelle peut étre l’utilité des notions 
nouvelles que nous avons introduites. 


II. — Les fractions décimales. 


7. Nous considérerons des fractions décimales comprises entre o et 1, 
c’est-a-dire des expressions de la forme 


) 
21 An 


10" 
n=A{ 


dans lesquelles les a, sont des nombres entiers inférieurs a 10. Nous 
donnerons aussi le nom de fractions décimaies de base g aux expressions 
de la forme 


wA 


dans lesquelles les 6, sont des entiers inférieurs a g : l'emploi de l’épi- 
théte décimal ne peut préter 4 aucune confusion. 


/ 


8. Nous nous proposons d’étudier la probabilité pour qu’une fraction 
décimale appartienne a un ensemble donné, en supposant que : 


1° Les chiffres décimaux sont indépendants; 
, cine 0 | 
2° Chacun d’eux a une probabilité égale a — (dans le cas de la base g) 
q 
de prendre chacun des valeurs possibles : 0, 1, 2, 3, ..., g—1. 


Il n’est pas besoin d’insister sur le caractére partiellement arbitraire de 
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cés deux hypothéses; la premiére, en particulier, est nécessairement 
inexacte si l’on considére, comme on est toujours forcé de le faire dans 
la pratique, un nombre décimal défini par une loi, quelle que soit 
dailleurs la nature de cette loi. Il peut néanmoins étre intéressant d’étudier 
les conséquences de cette hypothése, afin précisément de se rendre compte 
de la mesure dans laquelle les choses se passent comme si cette hypothése 
était vérifiée. La seconde hypothése, a savoir l’égalité des probabilités 
pour les diverses valeurs possibles de chaque chiffre décimal, parait assez 
naturelle lorsque la premiére est admise. 

L’ensemble des deux hypothéses se justifie d’ailleurs aisément lorsqu’on 
se place, non au point de vue logique, mais au point de vue géométrique : 
elles sont, en effet, équivalentes 4 la suivante : Le nombre décimal étant 
représenté par un point du segment 0 —1, la probabilité pour qu’il se 
trouve sur un segment partiel est égale a la longueur de ce segment. 
On pourrait interpréter et vérifier 4 ce point de vue géométrique les 
résultats que nous allons obtenir; je n’y insisterai pas, afin de laisser entié- 
rement de cdté pour le moment la théorie des probabilités continues, qui 
se rattache, comme je l’ai montré ailleurs, a la théorie de la mesure des 
ensembles. 


9. Si l’on porte son attention sur un chiffre déterminé, par exemple le 
chiffre 3, et si l’on regarde comme cas favorables ceux ou se présente ce 
chiffre, on est en présence d’un probléme de la premiére catégorie, les 
décimales successives correspondant a Vinfinité dénombrable des épreuves. 
La probabilité du cas favorable étant ici la méme a chaque épreuve, nous 
nous trouvons dans le cas de divergence; la probabilité pour que le 
chiffre 3 soit répété une infinité de fois est donc égale a l’unité; la proba- 


. 


bilité pour que tous les chiffres soient égaux a 3 est égale a zéro; et 
cependant c'est ce qui arrive si l’on convertit la fraction 3 en fraction 


décimale; comme nous l’avons observé, probabilité dgale & zéro nest 
pas l’équivalent d’impossibilité. 


40. Nous allons considérer tout d’abord, pour abréger les écritures, le 
systéme de base 2; les seules valeurs possibles des chiffres décimaux sont 


, ean 
alors o et 1, chacune d’elles ayant la probabilité = 


Nous appellerons, pour abréger, cas favorables les cas ot se présente le 
chiffre o. 

On sait que si l’on considére 2n épreuves, la probabilité pour que le 
nombre des cas favorables soit compris entre 


n—hY¥n et n+ryYn 


est égale a @(A), en posant ; 


@(A) = aS e-* dh. 
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Cette probabilité tend trés rapidement vers l’unité lorsque A augmente. 
Considérons une suite de nombres A, augmentant indéfiniment avec 7, 


mais de telle maniére qu’on ait 
dn 


lim ——'= o. 


nse yn 


n pourra supposer, par exemple, pour fixer les idées, qu’on prend 


An=logn, 


Nous regarderons l'ensemble des 27 premiéres épreuves comme donnant 
un résultat favorable si le nombre de-cas ou s’est présenté le chiffre o est 


compris entre 
n—AnVn et n+dnaVn, 


et comme donnant un résultat défavorable dans le cas contraire. La pro- 
babilité p, du cas favorable est 


dn 
pa ek == f eek: 
Pn (An) Jeu 


Si nous considérons le probléme de probabilités dénombrables défini par 
les nombres p,y,-on voit que, en posant 


In=!I— Pn: 
la série 
Z9n 


est convergente. On est donc dans le cas de convergence \orsqu’on porte 
son attention sur Jes cas défavorables, dont les probabilités sont gy. La 
probabilité pour que le cas défavorable se présente une infinité de fois est 
donc égale a zéro. En d’autres termes, il y a une probabilité égale a un, 
pour que, a partir d’une certaine valeur de n, on se trouve constamment 
dans le cas favorable. Or, dans ce cas, le rapport entre ie nombre des 0 et 
le nombre des 1 est compris entre — 


LOOT Ann he pan 


=a CL —) 
n+dnyn —An Vn 
c’est-a-dire entre 
cai 4 I+ —S 
n n ‘ 
Tene: ras 
ls 1— — 


Ce rapport tend donc vers l’unité lorsque n augmente indéfiniment. Donc: 

La probabilité pour que le rapport entre le nombre des o et des 1 
tende vers l’unité (lorsque le nombre des chiffres considérés augmente 
indéfiniment) est égale @ un. La probabilité pour que ce rapport ne 
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tende vers aucune limite, ou tende vers une limite différente de Vunité, 
est, par suite, égale a zéro. 


41. Les résultats qui viennent d’étre énoncés s’étendent sans difficulté 
aux nombres décimaux de base quelconque; voici, par exemple, la forme 
qu’ils prennent pour la base ro. 

Nous appellerons. fréquence d’un chiffre décimal jusqu’au rang 7 le 
quotient par n du nombre de fois que ce chiffre figure dans les n premiéres 
décimales; si la fréquence ainsi définie tend vers une limite lorsque n aug- 
mente indéfiniment, on dira que la fréquence totale existe et que sa 
valeur est égale a cette limite. 

Ces définitions posées, on a l’énoncé suivant : 

La probabilité pour que la fréquence totale dun chiffre déterminé 


: eat 4 ae ae 
existe et soit égale a To 2 Pour valeur l’unité. La probabilité pour que la 


fréquence des dix chiffres existe et soit égale a Tp pour chacun deux 


a aussi pour valeur l’unité. 

Lorsque la condition précédente est réalisée par une fraction décimale, 
nous dirons que le nombre égal 4 cette fraction est simplement normal 
par rapport a la base to. Un nambre simplement normal est donc carac- 
térisé par le fait que co, C1; C2, ..., Cg, Cy désignant les nombres respectifs 
de fois que figurent les chiffres 0, 1, 2, ...,8, 9 parmi les n premiéres déci- 
males, chacun des rapports 


a pour limite ~ — > lorsque n augmente indéfiniment. 


On peut, avec cette définition, dire briévement : La probabilité pour 
qu'un nombre soit simplement normal par rapport a la base 10 est 


égale a Vunité. 


42. Tout nombre écrit dans une base déterminée, 10, par exemple, peut 
étre, sans aucun calcul, regardé comme écrit dans une base f Sy a une 
puissance hg de 10. 

Nous dirons qu’un nombre est entiérement normal par rapport a la base 
10 (ou, pour abréger, normal par rapport a cette base), lorsque ce 
nombre et ses produits par les diverses puissances de 10 sont stmplement 
normauz par rapport a toutes les bases égales a une puissance de fo : 


TOV TOO, TtLOOO, or. ek LOM is. 2 


La probabilité pour que cette condition soit remplie est égale a l’unité 
pour chacune de ces bases; la probabilité pour qu’un nombre soit entié- 
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rement normal par rapport 4 la base 10 est donc aussi bale a l’unité (1). 

La propriété caractéristique d’un nombre normal est la suivante : Ur 
groupement quelconque de p chiffres consécutifs étant considéré, st 
Von désigne par cy, le nombre de fois que se rencontre ce groupement 
dans les n premiers chiffres décimauz, on a 


43. Lorsqu’un nombre donné est normal par rapport a toutes les bases 
Vaal Lik nous dirons qu’il est absolument normal. La probabilité pour 
qu’un nombre soit absolument normal est encore égale a l’unité. Dans 
I’état actuel de la science, la détermination effective d’un nombre abso- 
lument normal parait un probléme des plus difficiles : il serait intéressant, 
soit de le résoudre en construisant un nombre absolument. normal, ou en 
montrant qu’un nombre irrationnel connu est absolument normal, soit de 
démontrer que, parmi les nombres pouvant étre réellement définis, aucun 
n’est absolument normal; si paradoxal que paraisse cet énoncé, il n’est 
nullement incompatible avec le fait que la probabilité pour qu’un nombre 
soit absolument normal est égale a l’unité (2). 


14, On peut aisément construire un nombre normal par rapport, a la 
base 10; quelques précautions sont cependant nécessaires si l’on veut défi- 
nir sans ambiguité un nombre unique et déterminé. Voici comment on peut 
procéder. 

- Considérons l’ensemble des nombres entiers de n chiffres au plus et 
écrivons, a la gauche de ceux qui ont moins de n chiffres, des zéros en 
nombre suffisant pour qu’ils aient précisément 7m chiffres ; nous dirons 
qu’un tel nombre de n chiffres est de catégorie p lorsque la différence 
entre le nombre de fois qu’y figure le chiffre qui y figure le plus souvent et 
le nombre de fois qu’y figure ie chiffre qui y figure le moins souvent est 
égale 4 p. Il n’y a des nombres de catégorie zéro que si nm est un multiple 
de 10; tel est le nombre : 12345678g0; dans ce cas, il n’y a pas de nombre 
de catégorie 1; si 2 n’est pas un multiple de 10, il n’y a pas de nombre de 
catégorie 0, mais il y en a de catégorie 1; par exemple les nombres 145 ou 
1234567890123; quel que soit n, il y a des nombres appartenant aux caté- 
gories 2, 3, ...,m—1, mn. On formera un groupe de chiffres Gp, de la _ma-— 
niére suivante : on écrira les uns a la suite des autres les'nombres den 
chiffres de catégorie o ou 1, en les rangeant par ordre de grandeur crois- 
sante; ensuite, les nombres de 7 chiffres de catégorie 2, toujours par ordre 
de grandeur croissante, puis ceux de catégorie 3 et ainsi de suite, jusqu’d 
ceux de catégorie n. 


(1) Je juge inutile de revenir sur la démonstration détaillée du fait qu’on a 
bien le droit d’appliquer le théoréme des probabilités composées, malgré linfinité 
dénombrable des cas. 

(7) Depuis que ceci a été écrit, M. Lebesgue m’a indiqué une méthode pour 
définir un nombre absolument normal. 
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On obtient un nombre décimal normal en écrivant aprés Ja virgule, suc- 

. cessivement les groupes G,, Go, ..., Gp, ..,. Je me bornerai a indiquer que 
le point essentiel, dans la démonstration de ce fait, est le suivant : Le 
nombre total des chiffres des nombres de n chiffres et de catégorie o ou I 


est, pour 7 infiniment grand, infiniment petit par rapport au poupee total 
des chiffres de tous les nombres de n — 1 chiffres. 


45. Au lieu de considérer l’ensemble de tous les nombres décimaux, 
bornons-nous maintenant aux fractions décimales périodiques. Si l’on 
convient de ne pas écrire de fraction décimale limitée, c’est-a-dire de rem- 
placer 0,43, par exemple, par la fraction périodique équivalente 0,42999..., 
Yensemble des fractions décimales périodiques est identique a l’ensemble 
des nombres rationnels. Peut—on définir la probabilité pour que la partie 
non périodique ait précisément ¢ chiffres? pour que la période ait précisé- 
ment & chiffres? pour que la partie non périodique ou la période soient 
formées par tels chiffres fixés d’avance? Nous nous trouvons ici en présence 
d’un* probléme de seconde catégorie : les cas possibles sont en infinité 
dénombrable. Si ces cas étaient regardés touscomme également probables, 
la probabilité de chacun ne pourrait pas avoir une valeur finie quel- 
conque; on serait conduit 4 la regarder comme égale a zéro et a supposer 
que l’ensemble de ces probabilités nulles a une somme égale a l'unité; 
c’est Ja une conception inacceptable; l’hypothése que la probabilité pour 
que la période ait un seul chiffre, par exemple, a pour valeur zéro, n’est 
pas moins inacceptable; quel que soit le procédé adopté pour définir une 
fraction périodique arbitraire (1), il est certain que la probabilité pour que 
la période ait un seul chiffre ne peut pas étre regardée comme nulle; car 
ce fait se produira certainement un certain nombre de fois sur un nombre 
fini d’expériences. 

Nous désignerons par ;,x la probabilité pour que la partie non pério- 
dique se compose de ¢ chiffres et que la période ait k chiffres. Le nombre 1 
peut avoir une valeur entiére quelconque, y compris zéro, et le nombre k 
une valeur entiére quelconque, zéro exclu. On a nécessairement 


(14) S Ypu=0 


EA Tot <> | 


Nous admettrons que les divers chiffres 0, 1, 2, -.., g ont des probabi- 
ités égales; la probabilité d’un nombre déterminé dont la partie non 
périodique se compose de i chiffres et la période de & chiffres est, dans 
cette hypothése, si l’on suppose que & est un nombre premier, 


Pik 
415) 10!(10#—10)” 


—_—— SSS" rwn—r———vvO 

(1) Il faut, bien entendu, que le procédé soit tel qu’il conduise surement a une 
fraction periodique: le prncené qui consisterait 4 imaginer qu’on tire au sort les 
chiffres successifs n’est pas admissible. 
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car il ya pour la partie non périodique 10! possibilités également pro- 
bables, et pour la partie périodique 10 —10 seulement, car on doit 
exclure les nombres de k chiffres formés de chiffres identiques. Si le 
nombre k n’était pas premier, !’expression serait plus compliquée : il est 
inutile de l’écrire; observons simplement que son ordre de grandeur n’est 
pas sensiblement modifié, c'est-a-dire que le facteur correctif différe peu 
de l’unité et tend vers l’unité lorsque & augmente indéfiniment. Par 
exemple, pour k = 30, le diviseur to — 10 doit étre remplacé par 


1039 — yo15— 1010— 106+ 105+ 103 +- 10? — fo. 


46. Les formules (14) et (15) sont essentielles; notons aussi les sui- 
vantes~: on posera 


et ’on aura 


On définira ensuite les fonctions entiéres 


F(z) =] [+Piz), 
i=0 
G(2) =] J+ dee), 
k=1 
-9(2) =|] [Ic + Pin) 
#=0 k=t 


et il sera nécessaire de faire des hypothéses sur l'ordre de ces fonctions 
entiéres, 
Un cas particulier intéressant serait celui ou !’on supposerait qu’on peut 
poser 
Pik= Pidh. 


Il y aurait alors avantage a4 considérer séparément la convergence des 
séries 
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ou, ce qui revient au méme, les fonctions entiéres 


f(2)=] [0+ 22), 


, i=0 
e(s)=][o+axs). 
k=1 


Je me bornerai 4 ces indications, car nous allons rencontrer, en étudiant 
les fractions continues, des problémes analogues, mais qui me paraissent 
plus intéressants. 


III. — Les fractions continues. 


47. Considérons le développement en fraction continue d’un nombre irra- 
tionnel compris entre o et 1; c’est un développement de la forme 


(16) tS - 


I 
art, ; 


? 


dans lequel les quotients incomplets a, de, .... dn, ... sont des nombres 
entiers pouvant prendre toutes les valeurs. L’étude des problémes de proba- 
bilités qu’on peut se poser 4 propos d’un tel développement rentre donc 
dans notre troisiéme catégorie, puisque nous avons une infinité dénom- 
brable de nombres @, dont chacun peut acquérir une infinité dénombrable 
de valeurs. Nous désignerons, d’une maniére générale, par p;,, la proba- 
bilité pour que le quotient incomplet a; soit égal au nombre entier &. Les 
nombres entiers z et k peuvent prendre toutes les valeurs entiéres diffé- 
rentes de zéro (t); et l’on a, quel que soit ¢, la relation 


| — | 


On pourrait, a’priori, faire sur les p;,, deshypothéses arbitraires, pourvu 
que les relations précédentes soient satisfaites; nous allons étudier les 
hypothéses auxquelles on est conduit lorsqu’on se place au point de vue 
géométrique déja signalé a propos des nombres décimaux. 


48. Calculons d’abord les nombres Pi,k, ©’est-a-dire cherchons la proba- 
bilité pour qu’on ait ’ 
a= k. 


(1) On pourrait admettre que, si la fraction continue représente un nombre 
rationnel, le dernier quotient (complet) ayant le rang n, le quotient a,,, est égal 
41 et les suivants sont égaux a zéro; mais cette convention ne me parait présenter 
aacun avantage. 
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D’aprés la relation (16), ceci entraine 


er <a<ze 


Le nombre z doit donc se trouver dans un intervalle de longueur 


T if I 


ko Res © KR), 


La probabilité géométrique pour que w appartienne a cet intervalle est 
égale a sa longueur; si donc nous adoptons cette probabilité géométrique, 
nous aurons 


Tey 
Put= ER p1) 
On a, en particulier, 


I 
PL Saliee? P2= §? Pie ae? Pe ee Pick 


Passons maintenant aux poz. Sia,;= 7, la condition pour que de soit 
égal a k sera, d’aprés (16), 


I 


te Sern comer 
Gay * ance ers 
c’est—a-dire ; 
fe 
<a< : 


nk-+1 n(k-+1) +1 
Le nombre z doit étre compris dans un intervalle de Jongueur 


k-+35 Spa eee I 
nik+ij+i nk+1- (nk-+n+1)(nk +1) 


La probabilité p., est égale 4 la somme des longueurs des intervalles 
analogues, correspondant aux diverses valeurs de 7}; on a donc 


I 
prur= (nk n+1)(nk+1)’ 
n=41 


ce qu’on peut écrire aussi sous les formes suivantes : 
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Cette derniére forme permet de calculer la valeur asymptotique de ps x 
pour de grandes valeurs de k; en effet, pour & infini, lasomme quiy figure 
se rédiit a : 


On a donc la relation 


mc T 


Pak = cere — &%), 


le nombre positif ¢, tendant vers zéro lorsque k augmente indéfiniment. 

On voit que, pour de grandes valeurs de 4, po,, est supérieur a p4,x; 
donc pour de petites valeurs de k, po, doit étre inférieur 4 p1,,, puis— 
qu’on a 


On trouve effectivement, par un calcul facile, 
P21= 2log2 —1= (4log2—2) p41. 


Or on a visiblement 
4log2—2<1, 
car cette égalité revient a 
ak< e3, 


On calculerait de la méme maniére les probabilités p3,. Si ay= n et 
a, =n’, la condition pour que az; soit égal a k est 


\ I ‘ I 


: <a< 
n+ RES n+ : 
n'+ —— n'-+ — 
: kv nay 2 
c’est-a-dire 
n'(k+1)+1 rk+1 


<z< 


(nn'+1)(k+n+n (nn +nk+n 


L’intervalle défini par les inégalités précédentes a pour longueur 


I 
[(an’ +1) (kK+1) +n] [nn +i1)k+n]’ 


de sorte qu’on a 


ey y = 7 i 


=1 w=i1(nn'+i+— 
BFeue :( k-+1 
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Lorsque k augmente indéfiniment, la somme double tend vers 1a limite 


ee cee 
> Law Re 


ou l’on a désigné par 0(N) le nombre des diviseurs de N, y compris l’unité 
et N lui-méme. 

On voit que le calcul successif des divers nombres p;,,z conduit a des 
calculs intéressants, mais rapidement compliqués, méme pour de petites 
. valeurs de 7; il nous suffira, pour Vinstant, d’avoir indiqué la marche a 
suivre dans ces calculs; les nombres p;,, peuvent étre regardés comme 
connus, en ce sens que le calcul effectif de l’un d’eux, avec une approxima- 
tion donnée a l’avance, peut étre effectué en un temps fini par une méthode 
réguliére. Nous allons nous attacher a rechercher des inégalités auxquelles 
satisfont ces nombres. 


49. Désignons par 


Pr-¢ Pros 
et ——e 
Qn—2 Qn-1 


les réduites de rang 7—2 et n—1 de la fraction continue; pour qu *on 
ait a,=k, il faut et il suffit que 2 soit compris entre 

P,-3+ KP y-1 et Pres ot (k bos aa 1)Pp-4 em 

Qn-2+ KQn-1 Qn-at (K+ 1) Qn-1 


_La différence entre ces deux fractions (dont la grandeur relative dépend 
de la parité de 7) est, en valeur absolue, 


I 
(17) (Qn-2+ KQn-1)[Qn-at (A +1) Qn-1] 
I ~ 


Eee) 


Telle est la longueur d’un des intervalles dont la somme est égale a Prk De 
méme pyx+1 est égal 4 la somme d’intervalles égaux a 


1 


(e414 Gs we) (K-24 Set On, get) 
Le rapport de l’intervalle (18) 4 l’intervalle correspondant (17) est égal a 
pie Qa 
(19) | oa 
kK+o2+ <*3 
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Le rapport de pnix+1 4 Pn,x est compris entre la plus grande et la plus 
petite des valeurs que prend le rapport (19) lorsque Qy—2et Qu—4 prennent 
toutes les valeurs possibles [étant spécifié que Qn—» et Qn—1 sont Jes déno- 
minateurs respectifs de la (n — 2)*™* et de la (m —1)*™ réduite d’une méme 
fraction continue]. Or on a (') 


Qn—s 
Wace tas 
On enconclut que le rapport (19) est compris entre eet ean on 
k+2 7 ke ’” 
a donc 
At k Prik-1 k-+4 p 
k+2 Pnyke k+3 ‘ 


On obtient donc, par récurrence, 


(k—1)(kK—2)...2-1 c Pak © Keke ys. 3.2 
(k+1jk...4.3 Prt: UK ACRE BL one” 


c’est-a-dire 


(20) 


(add eA SS TEL 0 ean aca 
KR+1) + Pag e% (A+1)(k+2) 


Utilisons la relation 


(21) : DS Paks 


nous-obtenons 


2 Abs NV 6 ; 
K(k-1) ~ Pry S ded (RFI) (RF 2) 


c’est-a-dire 


I 
2< = 3 
Fra <3, 
ou enfin 
I I 
(22) Fae) OF an 
; 3, 2 


En multipliant membre 4 membre les inégalités (20) et (22), on obtient 
enfin 
3 


Sens (k-+1)(k +2) 


; 2 
pa3)  3K(K4+1) 


I] suffira de conserver cette relation (22), car, pour k=1, elle se réduit 


(*) On pourrait avoir une approximation meilleure en tenant compte des 
résultats sur la probabilité de Q,_,; V'inégalité employée nous suffira. 
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a (22); elle nous fait connaitre les nombres pn,z avec une précision suffi- 
sante a une premiére approximation : le rapport des deux limites entre 


lesquelles ils sont enfermés est inférieur 4 2. 


20. Les inégalités (23) montrent que la série 


SD Prk 


n=1 


est divergente quel que soit k; je n’insisterai pas sur les conséquences 
qu’on peut tirer de ce fait, le cas de convergence étant plus intéressant. 


21. Nous poserons 


: Prik= Prt Part. .+ Prk 

Cette somme P,,, est la probabilité pour que a, soit égal ou inférieur 
a k; les inégalités (23) permettent d’obtenir des limites entre lesquellesest 
compris P,,,. Mais, pour obtenir des limites approchées, il est avantageux 
de remarquer qu’on a, en vertu de (21), 


= Pak = Pn k+i + Prik-og t+... 


et d’appliquer les inégalités (23) aux divers termes du second membre; on 
obtient ainsi 


2 3 
B(ke iy ey A ee 


c’est-a—dire 
2 


3 » 
rd ro: eM Se Nie yo ery 


k+2 


Prenons pour & une fonction croissante de n, soit 9(n), telle que -la 
série 


5] 
ne Lam 


soit convergente. La série simple 


Mr Pr.gin)] ' 


eet 


est alors convergente. On en conclut la proposition suivante : 


“La fonction 9(n) étant telle que la série (24) soit convergenie, la 
probabilité pour qu’on ait, pour une infinité de valeurs de n, 


an> 9(n) 
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est gale a tro, Autrement dit, il y a une probabilité égale a un pour 
quwon ait, a partir d'une valeur finie de n, 


an<9(n). 


Quelle que soit la fonction 4 (n) telle que la série (24) soit convergente, 
il existe une fonction Y(n) satisfaisant 4 la méme condition et telle qu'on 


ait . 


On en conclut que, si la série (24) est convergente, il y a une proba- 
bilité égale a un pour qu'on ait 


5) lim 2". = 0, 
) Peeeg4 g(n) a # 

Si la série (24) était divergente, on ne saurait affirmer que la limite pré- 
cédente est égale 4 Vinfini, mais seulement la relation 


126) lim 6. BY 


ou \a notation lim due 4 M. Pringsheim désigne la plus grande limite 
déinie par Cauchy et précisée par Paul du Bois Reymond et par M. Ha- 
damard. 

Si l’on ne conserve que ceux des a, qui interviennent dans la lim, les 
relations (25) et (26) expriment ce fait fort curieux, que le mode de crois- 
sance ainsi défini par les a, est, avec une probabilité égale a Vunité, 
inférieur 4 toute fonction g(n) telle que la série (24) soit conver- 
gente, et supérieur 4 toute fonction ¢(n) telle que la série (24) soit diver- 
gente (1), Ce résultat apporte une contribution nouvelle 4 la question si 
difficile de \a limite entre la convergence et la divergence. Ace titre, ilme 
parait étre le plus intéressant de ceux que nous avons obtenus dans ce 
Mémoire. 


(*) Lorsque l'on considére une suite déterminge a,, il est clair que la série 
Die 
4a, 
Lt ow convergente, ou divergente, de sorte que, suivant les cas, il existe une 
infinité de fonctions 9 (n) inférieures 4 a, et telles que la série (24) soit convergente, 
ou une infinité de fonctions o(n) supérieures 4 a, ct telles que la série (24) 
soit divergente; mais lorsqu’on fixe la fonction ¢(n), il y a une probabilité 


égale 4 zéro pour que ja suite a,, définie par la fraction continue, satisfasse 4 l'une 
Jes conditions préctdentes. 
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— Questions diverses et conclusion. 


22. Les applications des probabilités dénombrables me paraissent ne pas 
devoir se borner au développement des recherches précédentes; je vou- 
drais indiquer rapidement d’autres Ups aaed dans lesquelles on les ferait 
intervenir utilement. 


23. Considérons une équation du second degré @ coefficients entiers, 
(27) axvrt—ba+c=0, 


et soit. 


e 


Pour que l’équation ait ses racines rationnelles, il est nécessaire 
et suffisant que le nombre‘entier 6 soit carré parfait ; si 6 est nul, les racines 
sont égales. 

“On peut se proposer de déterminer : la probabilité P pour que Taina 
tion (27) ait ses racines rationnelles; !a probabilité P’ pour qu'elle ait 
ses racines égales; la probabilité w pour qu’elle ait ses racines réelles ; etc. 

Nous désignerons par @m la probabilité pour que le coefficient @ soit 
égal 4 l’entier positif ou négatif m; on supposera (1) a 40, pour que 
Véquation (17) soit effectivement du second degré et l’on aura la relation 


(28 ea an =, 


(29) > on=0, 
(30) eee) 


les valeurs n et p de 6 et de c¢ pouvant étre des nombres entiers quel- 
conques y compris zéro. Ceci suppose les trois coefficients indépendants : 
nous nous bornerons a cette hypothése. 

La probabilité P pour que l’équation (27) ait ses racines rationnelles est 


(1) Cette hypothése n’est pas indispensable. 
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évidemment 
(31) ; P= \anbacp, 


la sommation étant étendue 4 toutes les valeurs de m,n, p telles que 
n2—4 mp soit carré parfait. On a de méme 


(3) P’= } ambvep (n?— 4mp = 0), 
C33 ie w= Van bnep (n2— 4mp2o). 


Les séries (31), (32), (33) sont évidemment convergentes, puisque les séries 
a termes positifs (28), (29), (30) le: sont. Pour les évaluer effectivement, il 
serait nécessaire de préciser les hypothéses sur les valeurs de am, bn, Cp- 
On pourrait, par exemple, considérer un développement en fraction con- 
tinue tel que (16) et poser 


a= (—1)%ay, 
b = (—1)%s(a_—1), 
c = (—1)%s(a3—1). 
Ou encore 
pa ays 
b = a,— 4s, 


C= A3— Ay. 


Mais il serait surtout intéressant d’étudier des hypothéses qui s’impose— 
raient naturellement par l’étude d’un probléme concret. 


24, Je signale seulement en passant les extensions diverses qu’on pour- 
rait faire aux équations de degré supérieur : on pourra méme Jlaisser 
indéterminé le degré de l’équation et rechercher, par exemple, la pro- 
babilité pour qu’une équation algébrique arbitraire 4 coefficients entiers 
ait une racine rationnelle. 


253. Les considérations précédentes conduisent naturellement a poser la 
question suivante : on considére un corps quelconque de nombres, par 
exemple l’ensemble des nombres algébriques, et l’on demande la probabi- 
lité pour qu’un nombre choisi arbitrairement dans ce corps appartienne a 
une classe donnée (infinie ou finie, ou méme formée d’un seul nombre). 
Une telle question ne peut évidemment étre résolue qu’au moyen d’hypo- 
théses comportant une part d’arbitraire : cette constatation ne diminue 
pas l’intérét qui peut s’attacher 4 son étude; on pourrait méme dire sans 
paradoxe qu’elle l’augmente, en permettant, par la variété des hypothéses, 
la solution de problémes plus nombreux. 


26. D’une maniére plus générale, il est clair que tous les éléments ana- 


B. . < 14 
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lytiques, nombres ou fonctions, qui peuvent étre effectivement définis, sont 
en infinité dénombrable; on pourra donc se poser a leur sujet des pro- 
blémes analogues aux précédents. Par effectivement définis on doit en- 
iendre : définis au moyen d'un nombre fini de mots, et ii est clair que 
les éléments pour lesquéls le nombre de mots nécessaires a la définition 
est extrémement grand devront étre regardés comme ayant une probabi- 
lité extrémement petite. On peut regarder, par exemple, comme pratique- 
ment nulle la probabilité pour que l’on considére une fonction ou un 
nombre dont la définition exigerait un million de volumes de cing cents 


pages (‘). 


QT: Lorsque la théorie des probabilités dénombrables aura été développée 
dans le sens qui vient d’étre indiqué, il sera intéressant de comparer les 
résultats acquis avec ceux qu’on obtient par la théorie des probabilités 
continues ou géométriques. 

Il existe certainement (si ce n’est pas un abus d’employer ici le verbe 
exister) dans le continu géométrique des éléments qui ne peuvent pas étre 
définis : tel est le sens réel de V'importante et célébre proposition de 
M. Georg Cantor : le continu n’est pas dénombrable, Le jour ou ces élé- 
ments indé finissables seront réellement mis a part et ot l’on ne préten- 
drait point les faire intervenir plus ou moins implicitement, il en résulte- 
rait certainement une grande simplification dans les méthodes de l’Analyse; 
je serais heureux si les pages précédentes pouvaient contribuer a faire 
pressenti. intérét qui s’attacherait a |’étude de telles questions. 


IV. — Sur un probléme de probabilités relatives 
aux fractions continues (7). 


Dans un. récent article (3), M. Félix Bernstein croit découvrir une con- 
tradiction entre un de ses résultats et un énoncé que j’ai donné il y a 
quelques années (*), Il n’y a en réalité aucune contradiction; il suffit pour 
s’assurer qu’il ne peut pas y en avoir, de constater l’analogie compléte entre 
les formules ci-dessus pages 205-206 et pages 425-427 (Be); cette analogie 
est parfois masquée par les différences de notations. De plus, M. Bernstein 


(') Ceci peut étre rapproché de considérations sur la hauteur que j’ai dévelop-— _ 
pées ailleurs : BoreL, Contribution a l’analyse arithmétique du continu 
(Journal de Mathématiques pures et appl., 5° série, t. IX, 1903, p: 329-375). 

(7) Math. Annalen, t. LXXII. 

(*) Feuix Bernstein, Ueber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus 
der Theorie der Sdkularen Stérungen herriihrendes Problem (Math. Ann., 
t. LXXI, 1911, p. 417-439). Je désignerai ce travail par Be. 

(4) Emite Boren, Les probabilités dénombrables et leurs applications arith- 
metiques (Rend. Circ. Mat. Palermo, t. XXVII, 1909, p. 247-271). Ge travail 
constitue les trois premiers paragraphes de cette Note V. 


4 


Ree ees 
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fait sur l’indépendance des probabilités une remarque qui, si elle n’infirme 
en rien mes résultats, est néanmoins juste en elle-méme. [1 ne me parait 
donc pas inutile de reprendre briéyement la question. 

Ce qui est exact dans l’objection de M. Bernstein, c’est que le raisonne- 
ment que j’ai donné pages 183-186 suppose les probabilités indépendantes 
et doit étre modifié lorsqu’elles ne le sont pas (1). Mais cette modifica- 
tion du raisonnement est aisée et n’entraine aucune modification dans le 
résultat, c’est ce que je voudrais montrer ici, en développant complétement 
le raisonnement dans le cas ou les probabilités ne sont pas indépendantes. 
On constatera que cette nouvelle démonstration ne différe pas sensiblement 
de ce que deviendrait la démonstration du Mémoire cité si l’on y dévelop- 
pait tous les calculs sous forme-entiére. 

Nous considérons une infinité dénombrable d’épreuves successives, qui 
sont numérotées a l’aide des nombres entiers dans leur ordre naturel; la 
probabilité du cas favorable est désignée par pp, pour l’épreuve de rang n; 
la probabilité du cas défavorable est gn = 1— Pn. 

Nous supposons que p, et g, désignent les probabilités globales, lors- 
qu’on ignore le résultat des nm —1 premiéres épreuves; lorsqu’on connait 
ces résultats, la probabilité, au lieu d’étre pn, aura généralement une 
valeur différente, comprise cependant par hypothése entre des limites 
connues p;, et p/,. 

. Ph SPn SPh- 


Nous supposerons essentiellement tous les p), et tous les p;, différents deo 
et de 1. Nous dirons que nous sommes dans le cas de convergence si les 
deux séries 


(ay ) et 
3)’ De: 


sont convergentes et si nous sommes dans le cas de divergence lorsque 
ces deux séries sont divergentes (2). Nous allons étudier le cas de conver- 
gence (3); nous désignerons par A, la _probabilité pour que le cas favo- 
rable ne se produise jamais, par A, la probabilité pour que ce cas favorable 


(") Je dois dire que cette objection m’avait été faite, dans une lettre parti- 
culiére, par M. Lebesgue, au moment de la publication des Rendicontt. Je m’étais 
assuré que mes résultats étaient exacts et par suite n’avais pas attaché d’importance 
4 cette objection; j’en avais méme perdu le souvenir quand, quelques années plus 
tard, j’ai répondu a M. Bernstein; c’est seulement aprés Ja publication de cette 
réponse reproduite ici que j’ai retrouvé l’ancienne lettre de M. Lebesgue. 

(7) On voit que, dans le cas od les probabilités ne sont pas indépendantes, il 
peut arriver que la série (1)' converge et que la série (1)" diverge; c’est un cas 
nouveau que je laisse de cété aujourd’hwi. 

(?) On verrait d’une maniére analogue que les conclusions de mon Mémoire 
subsistent dans le cas de divergence. 


® 
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se produise & fois et & fois seulement, par A, la probabilité pour qu’il 
se produise une infinité de fois. Il est évident qu’on a 


Ag+ Ai+ Ag+...—A. =I. 
Notre but est de démontrer qu’on a 
Ay =O; bs 
Il suffit donc de prouver la relation 
Aop+ Ay+...+Ant...SI. 


Cette série 4 termes positifs ayant une somme bien déterminée, il suffit 
évidemment de prouver qu’elle différe de l’unité aussi peu qu’on veut. Pour 
cela nous remarquerons que, la série (1)” étant convergente, on peut, a 
tout nombre donné «, faire correspondre un nombre k tel qu’on ait 


Ul (I— Pn) >1— 6. 


n=k+1 
Nous allons évaluer la somme 
S.= Ag +Ai+. .-+ Ag 


et démontrer que cette somme est supérieure 4 1—¢; il en résultera que 
la série a termes positifs, qui ne peut dépasser 1, est bien égale a 1. 

Calculons les divers termes de cette somme et, pour cela, précisons les © 
notations. 

La probabilité du cas favorable 4 Ja premiére épreuve a été désignée 
par p, et celle du cas défavorable par g;; nous poserons, pour rendte les 
notations symétriques, 

qi = Po- 


Dans le cas ot la premiére épreuve a été favorable, nous désignerons par 
Pu la probabilité favorable a la deuxiéme épreuve et par 4 la probabilité 
du cas défavorable; si la premiére épreuve a été défavorable, Ja probabi- 
lité du cas favorable a la deuxiéme épreuve sera po, et la probabilité du 
cas défavorable sera poo. 

De méme, poi: désigne la probabilité du cas favorable a la troisiéme 
épreuve lorsque la premiére a été défavorable et la seconde favorable; et — 
Poooo désigne la probabilité du cas défavorable a la quatriéme épreuve 
lorsque les trois premiéres ont été défavorables, etc. 

On a évidemment 

Pi Put Po Pu= P22, 


P1 P10 Po Poo = J2) 


Pi Pu Pitit Ps Pio P101 + Po Por P011 + Po Poo Poot = Ps, 
fee at Ee Paeey Lepos Pow Fe P00 Pooo= Y3> 


Sisnckevelers oe . CPF Oe nae meee oor orrerseserreerere 


: 
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On a, de plus, d’aprés nos hypothéses, «, B, y, ... désignant o out, 
t u 
e=Pa SP, 
if 
Ps SPop Sp3, 
la 
' P'S PagyiSPs, 


Les valeurs de Ay, Ay, Ag, ... sont les suivantes: 


Ao= Po Poo Povo, 
A1= P1 P10 P100 Prooo-t+..-+.-. 
+ Po Pos Aoio Poroot-. .+.- -+ Po Poo Poot Pooto te) 


A,= P1 P11 Pit0 Pr100 Prsooo + --- 
+ Pi Pio Poi P1010 Pi0100 +. -. + Pi Pio P100 P1001 Prv010 +--+. 
+ Po Poi Po11 Por10 Pors00 +++. +... 
+ Po Poo Poo Poott Poo110 +--+ +e. 


On voit que si l’on désigne par II,, 14, ... les produits tels que le sui—. 
vant, a, 8, y désignant o ou 1, 


i, = Pafyo PaByoo PaByo00--=, 


on peut écrire tous les pagy,... étant positifs, et par suite tous les termes 
des sommes Aj, Ag, ... étant positifs, 


Ao = Po Poo Pooo Uy, 

Ar> p1 P10 Pioo , + po Por Porto W's + Po Poo Poor Nk, 
A> Pi Pris Piro WY + ps Pro Pror WY + po Por Porr HS’, 
As> Pi Pit Piss Wf). 


Si donc on désigne par P, la plus petite des quantités [,, 14, .... WY’, 
ona 
Ag+ Ai+ Az+ As > (Po Poo Pooo t+. . + Ps Pas Pit) Py. 


Mais on a évidemment 
Po Poo Pooo ++. + Pi Pia Piri = Pat Wz = 1 
et, par suite, nous avons 
Ag+ A1+ Ag+ Az> Py. 
On démontrerait de méme la relation 
Ao+'Ai+.. yoke An > Prat, 
Pyi4 désignant le plus petit des produits II,44 (au nombre de 2”) : 
Th SS Poy he 0. HK 0 Pay Oy... © 00 POH, He. XE 000 + + o> 


les indices a1, a, .... a, désignant o ou I. 
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Mais on a, par exemple, 


" 
Pay my... 00 = ET Paya, mE 01 21— Phte 
et, par suite, 


@ 


Nya > II (I— pr) >I—€. 


n=k-+1 
Il en résulte successivement 
Pri a) Pah 
Ag+ Ay+... + Az >1—& c.Q. F. D. 


Considérons la fraction continue, comprise entre o et I : 


1 
I 
aet 


. 
. 


29, 


ayt+ 


‘et cherchons la probabilité pour qu’on ait 
(2) An29(n). 
On peut se poser, a ce sujet, plusieurs problémes. 


ProsLeME J. — Déterminer la probabilité Ay pour que l’inégalité (2) 
ne soit jamais véri fiée. 


ProsiEME II. — Déterminer la probabilité Ax pour que Vinégalité (2) 
soit vérifiée pour k valeurs de n et k seulement. 


Prosieme II]. — Déterminer la probabilité A, pour que Vinéga- 
(lité (2) sort vérifiée pour une infinité de valeurs de n. 


Les problémes I, IT et III correspondent respectivement a ceux que j’ai 
désignés ainsi, pages 183-186; dans le cas que j’ai appelé cas de conver- 
gence, les probabilités Aj, Az ont des valeurs déterminées, ni nulles, ni 
infinies, et on a 


(3) es 


C’est le résultat que conteste M. Bernstein; en réalité, la probabilité qui 
est différente de zéro, c’est la probabilité Ao et la probabilité complémen- 
-taire 1— Ao. 
On peut déduire ces résultats des calculs mémes de M. Bernstein (Be, 
p- 429); la formule (61) montre en effet que si n est pris assez grand, les 
produits infinis qui y figurent différent aussi peu qu’on veut de l’unité etil 
en est de méme de la mesure de l’ensemble des points pour lesquels }’iné- 
galité (2) n’est vérifiée que pour un nombre fini de valeurs de n, c’est~ 
a-dire cesse d’étre vérifiée a partir d’une valeur n suffisamment grande 
(non fixée d’avance). 
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Si lon se place au point de vue que j’ai adopté dans mon Mémoire, tout 
revient a démontrer que si l’on appelle cas favorable le cas ou l’inéga- 
lité (2) est vérifiée, et si l’on suppose la série 


(4) Dares 


convergente, on se trouve dans le cas que j'ai appelé cas de convergence. 
Or, la probabilité Q,,,, pour qu’on ait 


aAnZ2k 


(probabilite que j’ai appelée 1— P,,, et que M. Bernstein appelle at, 
nyt 


vérifié des inégalités de la forme 
A B 
(3) k < Qn k < ja 


A et B étant des constantes indépendantes de k [Be, formule (42), p. 426; 
supra, formules (23) et suivantes, p. 205]. M. Bernstein fait observer trés 
justement que cette probabilité Q,, n’est pas indépendante des valeurs 
de a, Go, -.., an-4; mais, guelles que soient ces valeurs, elle vérifie les 
inégalités (5); comme toutes les démonstrations, celle de M. Bernstein 
comme la mienne, sont basées, non sur la valeur exacte et trés compliquée 
de Qn,x, mais sur les inégalités (5), ces démonstrations ne sont en rien 
modifiées par le fait que Qn,, est variable. 
Si l’on suppose k = ¢(n), on posera 


Qnr,g(n) = Pr 


et I’on trouvera Ja notation avec laquelle j’ai traité les problémes I, II 
et III (p. 183-186); la série 
DUPE 


est bien convergente puisqu’elle se réduit a Ja série (4) multipliée par un 
facteur inconnu, mais compris entre les nombres fixes A et B. On peut 
dire aussi que p;, et p%, vérifient les inégalités (5). Le fait que les pp ne 
sont pas constants entraine comme on l’a vu une modification de forme 
dans la démonstration, mais n’altére pas le résultat essentiel: si la série (4) 
est convergente, la probabilité pour qu’on ait, a partir d’une certaine 


valeur de n, 
an> 9(n) 


est égale a zéro; il y a une probabilité égale a un pour que l'inégalité 
Qn<o(n) 


soit vérifiée, non pour toute valeur de n, mais pour les valeurs de n suf- 
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fisamment grandes, En d’autres termes, il y a une probabilité égale a 1 
pour que a, soit asymptotiquement inférieur a 9(n). lly a de méme une 
probabilité égale 4 un pour que ap. soit asymptotiquement supérieur a 
p(n), si la série (4) est divergente. De sorte qu’il est infiniment probable 
que la croissance asymptotique de a, est comprise entre toute fonction 
o(n) donnée telle que la série (4) soit divergente et toute autre fonction 
donnée telle que cette série soit convergente. 

Puisque l’occasion m’a été donnée de parler du Mémoire de M. Bern- 
stein, je voudrais dire aussi quelques mots de son Axiome (Be, p. 419). 
J’ai souvent pensé a des considérations de ce genre et je suis convaincu, 
avec M. Bernstein, que la théorie de la mesure, et en particulier de la 
mesure nulle, est appelée 4 jouer un réle important dans les questions de 
mécanique statistique. La difficulté essentielle dans ces problémes est en 
effet l’existence possible de mouvements ordonnés, qui sont trés peu pro- 
bables, mais dont la probabilité n’est pas rigoureusement égale a zéro. En 
particulier, pour le théoréme du minimum de H. de Boltzmann, il est bien 
connu que les mouvements tels que H croisse, soit dans l’avenir, soit dans 
le passé a partir de sa valeur actuelle, sont infiniment moins probables 
que les mouvements tels que H décroisse (ou conserve sa valeur minimum, 
si elle est atteinte). En réalité, si le nombre des molédules n’est pas in fint, 
lensemble des trajectoires correspondant 4 la croissance de H n’est pas de 
mesure nudle; sa mesure est seulement extrémement petite. II suffira donc 
d’une perturbation extérieure excessivement faible, d’une action stellaire 
sur un systéme terrestre, par exemple, pour que Vl’irréversibilité ne soit. 
pas possible (1). C’est en ce sens que je comprends |’axiome de M. Bern- 
stein; il revient 4 ceci : Pratiqguement, une probabilité nulle ou extré- 
mement petite doit étre considérée comme équivalente a l’impossibi- 
lité. Nous entendons par extrémement petite une probabilité telle que 
lévénement attendu doive se produire une fois, en moyenne, dans l’univers 
accessible 4 ’homme au cours d’une période de temps trés grande par 
rapport a la durée du systéme solaire. 


(*) Voir mon articie Sur les principes de la théorie cinétique des gaz (Ann. 
Ecole Normale, 1906) et ma Note - Modeéles arithmetiques et analytiques de 
Virréversibilité apparente (C. R. Acad. Sc., t. CLIV, p. 1148). 
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LA THEORIE DE LA MESURE ET LA THEORIE DE L’'INTEGRATION. 


INTRODUCTION. 


I. — Remarques historiques. 


Les résultats acquis, dés la fin du xix* siécle, ont surabondamment 
prouvé combien était simpliste l’opinion d’aprés laquelle il serait possible 
de limiter le champ des Mathématiques a l’étude d’une catégorie déter- 
minée de fonctions : fonctions continues, fonctions dérivables, fonctions 
analytiques, etc. Pour qu'une telle limitation ne fat pas 4 la fois arbitraire 
et vaine, il faudrait, en effet, qu’on ptt étre assuré de son invariance, a 
Végard du moins d’une catégorie déterminée de transformations analy- 
tiques. Or, si l’on n’a pas le droit d’affirmer qu’une telle limitation sera 
toujours impossible, on doit reconnaitre que sa réalisation prochaine est 
peu vraisemblable dans l’état actuel de la Science. Cette réalisation 
exigerait, entre autres choses, une étude approfondie au point de vue 
arithmétique de tous les nombres irrationnels qui peuvent s’introduire en 
Algébre et en Analyse, et une telle étude est 4 peine ébauchée (1). En 
effet, ’introduction d’un nombre irrationnel « d’une complication particu- 
liére dans une équation fort simple tellé que la suivante 


022 02z 
on? Oy? = 9(2,y) 


entraine une conséquence inattendue : en partant de conditions analy- 
tiques, |’équation définit une fonction des variables a et y qui n’est ana- 
lytique pour aucun systéme de valeurs de ces variables (*). Dans un 
autre ordre d’idées, M. Lebesgue a tiré, de la considération des dévelop- 
pements décimaux des nambres irrationnels les plus généraux, des consé- 
quences presque paradoxales; en particulier il en a déduit Ja définition 


(1) Voir, par exemple, mes Lecgons sur la Théorie de la croissance, dernier 
Chapitre. ; 
(*) Borget, C. R. Acad. Sc., t. CXXI, 19 décembre 15. 
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d’une fonction qui. n’est susceptible d’aucune représentation analy- 
tique (1). 

Cette quasi-impossibilité d’établir une démarcation précise entre les 
étres analytiques regardés comme « simples » et les autres, a été l’origine 
de travaux qui ont considérablement accru nos connaissances en 
Anatyse. Ces travaux étaient nécessaires; ils me sont pas d’ailleurs défini- 
tifs sur tous les points et il sera encore utile, 4 mon avis, de s’occuper 
de ce qu'on a pu appeler la pathologie des fonctions. Mais il est permis 
de penser que le but définitif de ces recherches pathologiques doit étre la 
délimitation des fonctions considérées comme saines (2). La encore, nous 
nous heurtons a des difficultés qui sont loin d‘étre résolues. Saf 

Je voudrais essayer d’indiquer un point de vue différent, qui n’est pas 
entiérement nouveau, mais qu’il m’a semblé possible, en utilisant divers 
travaax publiés dans ces vingt derniéres années, de présenter sous une 
forme qui me parait neuve. J’en donnerai, d’ailleurs, immédiatement une 
application concréte au calcul des intégrales définies, de maniére a bien 
montrer qu'il ne s’agit pas d’une pure théorie spéculative, mais que la 
conception que je propose peut conduire a des résultats positifs et précis, 
indépendamment de toute opinion sur cette conception méme. 

L’idée qui m’a guidé est l’utilité qui me parait évidente de distinguer 
entre les calculs qui peuvent étre réellement effectués et ceux qui ne 
peuvent pas l’étre. Les premiers, seuls, sont actuellement utilisables dans 
les applications des Mathématiques. Je ne veux pas dire, bien entendu, que 
les applications soient l’unique but des Mathématiques; rien n’est plus loin 
de ma pensée; et, admettrait-on ce point, il n’en resterait pas moins que 
certaines spéculations, aujourd’hui sans rapport visible avec aucune appli- 
cation, se révéleront peut-étre demain comme trés fécondes en résultats 
pratiques. Ce que je dis simplement, c’est qu’il y a un grand intérét théo- 
rique et pratique a étudier a part les nombres et les fonctions ealeulakics, 
nous verrons que ce champ d’étude est beaucoup plus étendu qu’on n’au- 
rait pu le penser il y a quelques années; c’est pourquoi je me suis décidé 
a cette publication, 4 laquelle je réfléchis depuis fort longtemps. ° 

Ces réflexions, je n’ai pas besoin de le dire, n’ont pu étre indépendantes 
de mes lectures, ni surtout de mes conversations. Il ne m’est pas possible 
de signaler tous ceux qui, par leurs paroles ou par leurs écrits, ont eu 
une part dans la formation des idées que je vais exposer : je ne les con- 
nais d’ailleurs pas tous, car ces influences sont parfois inconscientes. Je 
manquerais cependant a un devoir élémentaire de probité, si je ne signa- 


(1) Sur les fonctions représentables analytiquement (Journal de M. Jordan, 
1900, p. 214). Sur le sens qu’il faut donner au mot définition, M. Lebesgue fait 
des observations fort justes qui entrainent des réserves sur le sens que peut avoir 
son énoncé, dont l’intérét, A mon point de vue, est surtout négatif. 

(7) J’ai déja exprimé, a plusieurs reprises, cette opinion, en particulier en ce 
qui concerne la régularité des modes de croissance (Legons sur les he casbecind 
ate fads Note HI). 
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lais pas certaines conversations amicales dont il n’est pas resté de trace 
écrite et qui ont certainement joué un rdie essentiel : je veux parler de 
conversations avec M. Jules Drach qui remontent 4 plus de vingt ans et 
ont été souvent reprises depuis; et ensuite, dans ordre chronologique, de 
conversations avec M. René Baire et avec M Henri Lebesgue. Je conserve, 
cela va sans dire, toute la responsabilité de ce qui pourra paraitre criti- 


quable « dans les considérations auxquelles je consacre cette Introduction; 


mais jé voudrais, si quelqu’une d’entre elles retient l’attention, qu’on 
sache quelle n’aurait probablement pas vu le jour sous sa forme actuelle 
si je n’avais pas eu la bonne fortune d’échanger des idées avec les amis 
dont je viens de donner les noms. 


fl. — Nombres calculables. 


Nous dirons qu'un nombre « est calculable lorsque, étant donné un 
nombre entier quelconque 7, on sait obtenir (') un nombre rationnel qui 


différe de a de moins de as Les nombres rationnels sont évidemment les 


_ plus simples des nombres calculables; lorsqu’un nombre n’est par ration- 


nel, on en calcule généralement les valeurs approchées, en faisant usage, 
soit des fractions décimales, soit des fractions continues. On peut se de- 
mander s'il faut considérer 4 part ceux des nombres irrationnels pour les- 
quels da loi d’un de ces développements est connue; il est clair qu’il en 
résulte un avantage pratique considérable, mais il faut observer que cet 
avantage est entiérement limité 4 un mode unique de représentation; le 
systéme décimal, en particulier, n’a aucune valeur théorique spéciale; 
il n’en est pas de méme pour le développement en fraction continue, qui 
est unique en son genre, mais, d’autre part, un tel développement n’est 
pas invariant relativement a des opérations arithmétiques trés simples (2). 


(*) Je laisse intentionnellement de cété Ja plus ou moins grande longucur pra- 
tique des opérations; l’essentiel est que chacune de ces opérations soit executable 
en un temps fini, par une méthode sdre et sans ambiguité. Par exemple un 
nombre décimal §, tel que sa ni*™* décimale soit égale & la décimale de x de 
rang n! doit étre regardé comme défini, bien que son calcul, avec seulement 
une dizaine de chiffres exacts, puisse exiger, dans l'état actuel de I'Analyse, uo 
temps dépassant de beaucoup la longueur de la vie humaine. En réalité, la dif- 
ficulté est la méme pour tous les nombres incommensurables; les premiéres 
décimales sont parfois aisées a calculer, mais l’impossibilité pratique reparait si l’on 
exige quelques milliers de chiffres. Au point de vue pratique, on peut dire que 
les nombres dont on a effectivement besoin peuvent, en général, étre effective— 
ment calculés avec l’approximation désirable; d’autre part, il n’y a pas lieu 
d’élever des exigences de nature pratique, lorsqu’il s’agit de nombres dont |’im- 
portance pratique est nulle, comme le nombre £ dont il vient d’étre question. 

(7) Quelques recherches relatives 4 cette invariance ont été entreprises par 
M. Chatelet (Bulletin de la Société mathématique, 1912, t. XL, p. 1). Mais, 

malgré Vintérét des résultats obtenus, ceux-ci sont encore trés particuliers et 
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Il en résulte que la connaissance de Ja loi d’un développement décimal 
(non périodique) doit étre actuellement considérée comme n’ayant aucune 
valeur théorique (1), ni pratique, tandis que la connaissance de la loi d’un 
développement en fraction continue a un certain intérét theorique, mais 
unintérét pratique a peu prés nul. 

Le premier des problémes qui se pose au sujet des nombres calculables 
est celui de l'égalité de deux de ces nombres (2). Si deux nombres calcu- 
lables sont inégaux, on s’en apercevra évidemment en calculant chacun 
d’eux avec une approximation suffisante, déterminée, mais généralement 
inconnue a priori. On réaliserait un progrés évidenten déterminant une 
limite inférieure de la différence qui peut exister entre deux nombres cal- 
culables, dont les définitions satisfont a des conditions connués, Cette 
limite existe évidemment si les conditions sont telles qu’elle ne définissent 
qu’un nombre’ fini de nombres calculables; j’ai déja indiqué ailleurs cette 
maniére de poser la question (3); je veux seulement faire observer ici que 
la fonction qui définit l’écart minimum des deux. nombres de hauteur 
donnée (*) est calculable, pour chaque valeur finie de la hauteur, mais 
que son calcul effectif serait d’une longueur impraticable, s'il fallait le 
réaliser empiriquement, c’est-a-dire en calculant tous les nombres dont la 
hauteur ne dépasse pas la valeur finie considérée. On n’est méme pas 
absolument sir, au point de vue théorique, qu’il ne se présenterait pas 
des difficultés insolubles, car on peut concevoir deux nombres tels que les 


suivants : : 
+2 2 +2 d. 
WTC a 
[ e- dz} » of eee 
Ww. ip Oman ike tape tae 


leur extension parait présenter de grandes difficultés. C’est 1&4 une des questions 
les plus importantes de l’Arithmétique, et il serait trés désirable que les recher- 
ches de M. Chatelet soient continuées et étendues. 

(*) Jé suppose ici, bien entendu, que cette Joi serait tout ce qu’on saurait 
sur le nombre. Au contraire, il y aurait un trés grand intérét théorique a con- 
naitre la loi des chiffres décimaux d’un nombre défini autrement que par cette 


loi, de \/2 par exemple. Mais c’est 1a un sujet de recherches trés difficile, et qui 
he pourra étre abordé qu’aprés celui dont il vient d’étre question dans la note 
précédente. 

(7) La connaissance des lois dont il vient d’étre question permettrait de ré- 
soudre cette question pour deux nombres donnés sous la méme forme, mais le 
probléme n’a alors aucun intérét, Ce qui importe, c’est de savoir. reconnaitre si 
deux. nombres sont égaux, lorsqu’ils sont obtenus par des modes de calcul dif- 
férents. 

(°) C. R. Acad. Sc., décembre 1903. 

(‘) Je rappelle que la hauteur d’un nombre est une fonction croissante du 
nombre d’opérations nécessaires pour définir le nombre .A partir de l’unité; la 
définition est seulement assujettic aux conditions suivanies : 1° tout nombre 
calculable doit avoir une hauteur finie; 2° il y aun nombre fini de nombres dont 
la hauteur est inférieure 4 une valeur donnée. ; 
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ayant un nombre quelconque de chiffres décimaux identiques et dont on 
ne saurait pas prouver l’égalité (1). Il serait donc tout a fait désirable 
qu’on ait quelques résultats généraux non empiriques sur la limitation 
inférieure de I’écart en fonction de la hauteur (2). C’est un probléme qui 
mérite d’attirer l’attention des analystes, malgré sa difficulté. 

Un autre probléme, bien plus difficile que le précédent et cependant plus 
souvent signalé comme digne d’intérét, consiste 4 se demander si un 
nombre calculable appartient ou non a une catégorie énumérable (%) par- 
ticuliére : si le nombre 7, ou la constante d’Euler C est ou non un nombre 
rationnel, ou quadratique, ou algébrique? On sait que la question est 
résolue pour x, et ne l’est pas pour C. Il ne semble pas possible, actuelle- 
ment, d’aborder ce probléme sous sa forme générale, pour les nombres 
qui peuvent étre définis, a partir des nombres rationnels, par des condi- 
tions transcendantes. On peut le ramener au probléme, a certains égards 
plus simple, qui consiste 4 /imiter la hauteur des nombres rationnels qui 
peuvent étre définis 4 partir des nombres entiers par des opérations algé- 
briques ou analytiques de nature déterminée; il est clair que si les procédés 
de définition sont tels qu’ils ne conduisent qu’a un nombre jini de 
nombres, la hauteur de ceux de ces nombres qui sont rationnels est Jimi- 
tée : mais cette remarque bien simple, si eHe permet d’entrevoir la possi- 
bilité d’une solution, ne fournit, malheureusement, aucune méthode pour 
Vobtenir, —_ 

Je n’insiste pas davantage sur ces difficultés qui sont aux frontiéres du 
sujet qui nous occupe; je ne ferai que mentionner d’autres difficultés qui, 
‘€ mon sens du moins, sont au dela des frontiéres des Mathématiques. Je 
fais allusion aux définitions telles que la suivante, qu'on peut varier a 
Vinfini : le nombre a est égal a zéro si Ja constante d’Euler C est un 


{*) Il ne semble pas que ces difficultés se présentent effectivement dans la 
réalité; pratiquement, toutes les fois que les mathématiciens ont constaté l’éga- 
lité numerique de deux nombres (4 une approximation suffisante), ils ont su 
démontrer l’égalité rigoureuse. C’est la un fait important : dans tous les cas ot 
Von sait définir deux nombres dont les développements décimaux ont une cen- 
taine de chiffres communs, on sait aussi, ou bien qu’ils sont égaux, ou bien qu’ils 
sont inégaux en vertu de leur définition méme (par exemple, l’un d’eux peut 
étre défini comme égal a l'autre augmenté de 10 1°), [] serait fort intéressant 
de pouvoir donner un exemple de deux nombres dont les développements déci- 
maux coincident pratiquement, sans qu’on sache s’ils sont égaux on non. Ceci 
se rattache a la question de savoir dans quelle mesure une vérification empirique 
assure de l’exactilude d'un théoréme d’Analyse, tel que le fameux théoréme de 
Riemann sur la fonction ¢(s). 

(*) Voir mes Lecons sur la théorie de la croissance (loc. cit.). 

(£) Vemploie le terme énumérable dans le sens que j’ai donné aux mots: 
effectivement énumérable, réservant au terme dénombrable son sens usuel, sans 
m’inquiéter ici des critiques qu’on peut faire 4 cette notion d’ensemble dénom- 
brable non effectivement énumérable (voir Annales de l’Ecole Normale, 1908 : 
les paradoxes de la théorie des ensemble?). 
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nombre algébrique et 4 un dans le cas contraire. En d’autres termes, on 
fait dépendre la valeur du nombre dé fini d'une certaine éventualité incon- 
nue; la seule raison pour laquelle on regarde la définition comme mathé- 
matique est que l’éventualité inconnue est de nature mathématique et 
que, par suite, le nombre a est susceptible d’une dé finition analytique; il’ 
suffirait d’un peu de patience pour écrire éxplicitement une formule don- 

nant ce.nombre a; mais cette formule renfermerait plusieurs passages a la 
limite superposée et ne serait évidemment pas calcelable. La définition 
analytique n’a donc aucune valeur mathématique; elle est simplement la 

traduction, en un langage plus compliqué,-de la définition primitive, de 

sorte qu’on est, de toute facon, ramené.a faire dépendre la valeur du 

nombre a de la solution d’un probléme pour le traitement duquel on ne 

posséde aucune méthode réguliére. Le fait que ce probléme est mathé- 

matique me parait étre une circonstance accessoire et il me semble qu’on 

aurait une définition tout a fait analogue en disant quele nombre a est égal 

a zéro ou a un, suivant que le cuivre est ou non un corps composé. Il est, 

en effet, aussi peu vraisemblable pour les mathématiciens que C soit algé- 

brique, qu’il est peu vraisemblable pour les chimistes que le cuivre soit un 

corps composé; mais la preuve rigoureuse parait presque également diffi- 

cile dans les deux cas (1). 

Nous nous en tiendrons donc 4a la définition des nombres calculables 
donnée au début de ce paragraphe; les commentaires dont nous Pavons 
fait suivre n’avaient comme but que de mettre en évidence les restrictions 
que comporte une telle définition; mais ces restrictions n’ont rien d’arbi- 
traire; elles s’imposent si l'on veut distinguer les mathématiques réelles 
de spéculations dogiqgues purement verbales, dans lesquelles on ne se 
préoccupe que d’une qualité purement négative : l'absence de contradiction. 


Ill. — Les fonctions calcutables et ies fonctions a dé finition 
asymptotique. 


Nous dirons qu’une fonction est calculable Jorsque sa valeur est calcu- 


(1) On pourrait objecter 4 cet exemple, ainsi qu’a tout autre exemple tiré des 
sciences physiques, les difficultés possibles d’interprétation : la notion de corps 
simple peut étre entiérement modifiée; la continuité des phénoménes -est une 
autre difficulté qui paratt étre trés profonde : entre deux alternatives naturelles, 
il y a toujours place pour le doute : le seul moyen sar d’échapper au doute est 
de substituer au phénoméne naturel un phénoméne au moins en partie conven- 
tionnef et artificiel. Par exemple, on ne peut pas parler avec certitude du 
nombre des petites planétes qui seront découvertes avant le 31 décembre 1920, a 
minuit (temps de Paris), car une découverte peut avoir lieu précisément a 
Minuit; et, d’autre part, i] peut y avoir doute sur la valeur d’une observation 
particuliére; mais on peut parler avec précision des découvertes qui auront été 
annoncées 4 cette date dans une publication déterminée, si cette publication, par 
suite de conventions humaines, paraft & des dates réguliéres telles qu’il ne puisse — 
pas y avoir d’ambiguité 4 redouter. 
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lable pour toute valeur calculable de la variable (1), En d’autres termes, 
si a est un nombre calculable, on doit savoir calculer la valeur de F(a) 


a = pres, quel que soit n. On ne doit pas perdre de vue que, par défini- 


tion, donner le nombre calculable a, c’est simplement donner le moyén 
d’obtenir % avec une approximation arbitraire. Une fonction ne peut donc 
étre calculable que si elle est continue (2), au moins pour les valeurs cal- 
culables de la variable. 

Si Pon donne les valeurs d’une fonction pour les valeurs calculables de 
la variable et si cette fonction est supposée continue, ses valeurs pour 
toutes les valeurs de la variable sont par cela méme déterminées. On 
peut se demander si l’on peut attribuer un sens quelconque a la valeur 
d’une fonction complétement discontinue pour les valeurs non calculables 
de la variable, méme si.cette fonction était continue dans le champ des 
valeurs calculables. Il semble qu’on doive chercher a écarter, @ priori, 
une singularité artificielle analogue a la suivante : une fonction serait 
égale a x pour @ calculable et 4 z? pour 2 non calculable. En d’autres 
termes, la valeur de la fonction pour les valeurs non calculables serait 
égale a la limite d’une certaine fonction continue bien définie pour les va- 
leurs calculables. Une telle convention apparait, en effet, comme une dis- 
continuité artificielle, analogue a celle qui consisterait 4 considérer une 
fonction de la variable complexe z, égale dans tout le plan a 2, sauf pour 
& = 0,-gj1 sa valeur serait 27; on convient généralement de laisser de cété 
de telles fonctions qui ne posséderaient pas Ja propriété fondamentale des 
fonctions analytiques : deux fonctions analytiques qui coincident dans le 
yoisinage d’un point ont méme domaine dexistence et, coincident dans 
tout ce domaine. De méme, il peut sembler naturel de convenir qu’une 
fonction continue pour toutes les valeurs calculables doit étre considérée 
comme continue pour toutes les valeurs non calculables; elle est, par cela 


_mInéme, dé finie pour ces yaleurs autant qu'elle peut l’étre. 


Aux fonctions calculables, on peut upposer les fonctions a définition 
asymptotique. Je propose d’appeler ainsi les fonctions dont la valeur, 
pour une valeur déterminée de la variable, ne. dépend que de la maniére 
dont secomporte a Vinfini un développement convergent de cette valeur 
de la variable. C’est 1a le type qui est le plus éloigné des fonctions calcu- 
lables; on pourrait évidemment concevoir des types mixtes; je ne m’y 


attarderai pas. : 
Un nombre peut étre considéré comme défini par une suite énumérable 


(‘) Noug ne parlons que d’une variable pour abréger le langage; il ne se pré- 
sente aucuae difficulté pour extension 4 n variables ou méme a une infinité 
énumérable, sous certaines restrictions de convergence évidentes. 

(?) Pour que le calcul de la fonction soit efféctivement possible 4 une approxi- 
mation donnée, il faut, de plus, supposer connue la mesure de la continuité de 


la fonction. c’est-a-dire l’ordre infinitésimal (au sens généralisé) de la variation 


de la fonction comparée a la variation de la variable. 
\ 
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d’entiers, tels que deux nombres soient infiniment voisins si, pour des 
valeurs de plus en plus grandes de n, les n premiers entiers de la suNe 
coincident. pour les deux nombres. On peut supposer que la valeur de la 
fonction est en partie déterminée par les n premiers entiers, qu, au con- 
traire, que, quel que soit n, elle ne dépend pas de ces n premiers entiers; 
ce sont les deux types extrémes de la fonction continue et de la fonction 
a définition purement asymptotique. Pour compliquer encore, on pourrait 
essayer de ranger les entiers sous la forme d’une suite bien ordonnée, 
correspondant a un nombre transfini de. deuxiéme classe (variable) et 
admettre que, quel que soit le nombre a de deuxiéme classe, il est des 
valeurs de x telles que f(x) ne dépende pas de la valeur des « premiers 
termes de la suite. Mais bien des réserves seraient a faire sur la légitimité 
d’une telle définition; je me bornerai aux défritions asymptotiques 
simples. 

La plus classique des fonctions a définition asymptotique est la fonction 
souvent considérée qui est égale 4 o ou a t, suivant que Ja variable az est 
un nombre rationnel ou irrationnel; nous y reviendrons tout a l’heure. 
On peut déduire des développements des nombres en fraction décimale ou 
en fraction continue bien des définitions plus ou moins compliquées, dans 
lesquelles intervient la loi asymptotique de ces développements. Un tel 
développement définit une suite énumérable de nombres entiers; on peut 
considérer, par exemple, une fonction de plusieurs nombres de cette suite 
dont les rangs varient suivant une certaine loi et envisager la plus grande 
ou la plus petite limite vers laquelle tend cette fonction, lorsque les rangs 
des nombres qui y figurent augmentent indéfiniment. C’est la un type 
déja trés général et qu’on pourrait encore-compliquer. Je n’ai pas l’inten- 
tion d’aborder ici l’étude générale de telles fonctions ; je voudrais seule- 
ment faire observer que cette étude me parait étre du ressort de la théorie 
des probabilités. En effet, on ne peut se borner aux. valeurs calculables de 
la variable; et une valeur non calculable ne peut étre concue comme 
définie que par le hasard; les propriétés de la fonction sont donc repré- 
sentées par des coefficients de probabilité. 

Un cas particulier important est celui ou la fonction coincide avec une 
fonction continue pour toutes les valeurs non calculables et différe de cette 
fonction seulement pour certaines valeurs calculables. Tel est le cas d’une 
fonction égale, pour z irrationnel, 4 x ou a @ et, pour x rationnel, a zéro 
ou a une fonction déterminée du numérateur et du dengan nater de la 
fraction irréductible égale’a 2. Dans ce cas, il est elair que, si un nombre 
est donné par une série dont on ignore la oi, il y a une probabilité égale 
a l’unité pour que ce nombre soit irrationnel, et l’on doit, par conséquent, 
choisir, dans le doute, comme valeur approchée de la fonction, la valeur 
qui correspond a cette hypothése, infiniment plus probable Laas hypothése 
contraire. 

Une fonction a définition asymptotique est parfois immédiatement connue 
pour ua grand nombre de valeurs calculables, lorsque ces valeurs sunt don- 
nées sous une forme particuliére qui peut étre, suivant les cas, arithmé- 
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tique, algébrique ou analytique. Par exemple, on peut convenir qu’une 
fonction de deux variables 2 et y est nulle, sauf si # + dy est égale a une 
période d’une fonction p(u, g2, g3) a invariants rationnels, auquel cas la 
fonction est égale a 1. Il est clair que, si !’onse donne des nombres ration- 
nels &2.et gs, ils définissent certains systémes de valeurs x et y pour les- 
quels la fonction est connue, Mais si l’on donne, par une autre voie, un 
systéme de nombres x et y, nous ne connaissons actuellement aucun 
moyen dé déterminer la valeur correspondante de la fonction (*); le pro- 
bléme ainsi posé n’a qu’un rapport agsez lointain avec la définition de la 
fonction; il mérite d’étre étudié en lui-méme, indépendamment de cette 
définition, On pourrait concevoir de méme des fonctions non calculables a 
propos desquelles on serait ainsi amené ase poser les problémes les plus 
divers; en ce sens, la théorie des fonctions non calcalables comprendrait 
la Science tout entiére (?) : c’est une raison sans doute suffisante pour ne 
pas ’aborder dans sa généralité; nous verrons plus loin sous quelles con- 
ditions certaines fonctions non calculables peuvent étre maniées. 


IV. — Les ensembles mesurables. 


La notion d’ensemble est un cas particulier de la notion generale de 
fonction; tout ensemble définit une fonction, égale a zéro pour les points 
d’ensemble et égale 4 1 pour les points qui n’appartiennent pas a |’en- 
semble. Inversement, toute fonction égale 4 zéro ou a un pour les points 
d’un domaine sépare les points de ce domaine en deux catégories, c’est- 
a-dire définit deux ensembles complémentaires. Une fonction quelconque 
définit une courbe, c’est-a-dire un ensemble particulier. 

Si une fonction ne prenant que les valeurs o et 1 est continue en un 
point, elle est évidemment constante dans un intervalle contenant ce point; 
Vétude des fonctions continues conduit donc a celle des ensembles formés 
d’intervalles, les extrémités de ces intervalles jouant le réle des points de 
discontinuité. On peut, d’ailleurs, considérer seit un ensemble E formé 
d’intervalles, soit l'ensemble E’ complémentaire de E, soit enfin combiner 
les deux modes de formation; nous reviendrons sur ce point, 

Je voudrais auparavant faire obsérver que, si l’on applique a la définition 
des ensembles les remarques faites sur la définition des fonctions et qu’on 
appelle bien dé finis les ensembles qui correspondent aux fonctions calcu- 
lables, on voit que les seuls ensembles bien définis sont ceux dont la défi- 
nition peut étre obtenue au moyen d’intervalles (additifs ou soustractifs), 
les extrémités des intervalles devant étre étudiées a part. Si l’on ne tient 


(*) Nous savons simplement calculer g, et g, avec une approximation indé- 
finie; c'est une propriété asymptotique de ces nombres d’étre rationnels ou 
non. 

(7) On peut dire en effet : telle fonction est égale 4 o ou a1 pour 7 =0, sui- 
vant que telle proposition (par exemple le dernier théoréme de Fermat) est vraic 
ou fausse. Jl serait facile de traduire cet énoncé par une formule. 


B. 10 
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pas compte de ces extrémités, on peut dire que l’ensemble est défini & un 
ensemble dénombrable prés ('). Relativement aux ensembles énumérables, 
les difficultés soulevées par leur définition sont différentes suivant qu’ils 
sont réductibles ou denses dans un intervalle. Le cas le plus simple del’en- 
semble réductible est l'ensemble comprenant un seul point a. Si un point x 
quelconque est donné par un procédé quelconque, et si z différe de a, on 
s’en apercevra au bout d'un nombre d’opérations fini (mais non connu 
d’avance); si 2 coincide avec a, la démonstration de ce fait ne résultera 
pas en général d’un calcul d’approximation fini, mais des définitions théo- 
riques de x et de a (Cf. p. 220.) L’ensemble formé d’un seul point, serait-ce 
le point séro, n’est donc pas bien défini en ce sens que le probléme de_ 
savoir si un nombre donné appartient ou non al’ensemble peut exiger, soit 
une infinité d’opérations, soit la résolution d’un probléme difficile ou ac- 
tuellement insoluble. Les difficultés sont plus grandes encore lorsqu’il 
s’agit d’un ensemble dense, par exemple de l'ensemble des nombres ration— 
nels; étant donné un nombre z défini analytiquement, on ne sait générale- 
ment pas reconnaitre s'il appartient ou non a l’ensemble (*). 

Si l’on néglige les ensembles dénombrables, les ensembles bien dé/finis 
sont précisément les ensembles que j’ai appelés autrefois ensembles mesu- 
rables (*). Depuis, M. Lebesgue a donné a ces ensembles le nom d’ensem- 
bles mesurables B et a considéré dautres ensembles qu’il a nommés 
ensembles mesurables. J’adopterai cette derniére dénomination de 
M. Lebesgue, réservant Je nom d’ensembles bien définis, pour les 
ensembles que j'avais appelés mesurables. La terminologie que j’avais 
adoptée dans mes Lecons sur la théorie des fonctions aurait pu, en effet, 
avoir l’inconvénient de laisser croire qu’on ne pouvait pas parler de la 
mesure d’un ensemble ne rentrant pas dans la catégorie des ensembles que 
jappelais alors mesurables et que j’appelle maintenant bien définis; j'ai 
cependant indiqué, dans ce Livre'méme, en vertu de quels principes la défi- 
nition de la mesure pouvait s’étendre a certains ensembles qui n’étaient pas 
bien définis [c’est-a-dire non mesurables, avec le langage que j’adoptais 
alors (*)]; et j’ai indiqué une application de ces principes 4 un ensemble 


(') Cet ate est méme offectivement énumerable, car il est toujours pos- 
sible, en tenant compte des longueurs et des situations respectives des intervalles, 
de fixer un ordre précis dans lequel on les supposera rangés. 

(7) En réalité, la difficulté est a méme pour tout ensemble dénombrable, 
qu’il se compose d’un seul point ou d’une infinité, lorsqu’on envisage le probléme 
dans toute sa généralité, car il est aisé de former une expression analytique y qui 
s’annule dans le cas ot x appartient 4 l’ensemble dénombrable et dans ce cas seu- 
lement. La question de savoir si 2 appartient a cet ensemble équivaut donc a 
celle de savoir si y appartient 4 ensemble formé du seul point zéro. Mais x 
peut étre calculable et » non calculable; c’est la différence entre les deux cas. 

(3) Lecons sur la théorie des fonctions, Chap III. 

(‘) « Si un ensemble E contient tous les éléments d’un ensemble mesurable E; 
de mesure «, nous pouvons dire que la mesure de FE est supérieure 4 2, 9\ns nous 
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de mesure nulle (1), Lorsque M. Lebesgue a donné sa définition, ila eu soin 
de faire observer que tout ensemble mesurable E était compris dans un 
ensemble bien défini E, (mesurable B, dans le langage de M. Lebesgue) et 
comprenait un ensemble bien défini E,, les ensembles E, et Ey ayant méme 
mesure. Ceci entraine que la mesure de E est égale 4 la mesure commune 
de E, et de E,; la mesure des ensembles mesurables se déduit donc decelle 
des ensembles bien définis, et la classe des ensembles, dont la mesure peut 
étre déduite de mes définitions primitives, est identique a la classe des 
ensembles, dont la mesure peut étre déduite des définitions de M. Lebesgue. 
Ce qui différencie la définition de M. Lebesgue de la mienne, ce n’est donc 
pas l’étendue de Ja catégorie des ensembles auxquels ces définitions s’ap- 
pliquent (voir ci-dessous, Chap. I, § V), c’est le fait que M. Lebesgue 
indique une marche théorique pour obtenir la mesure d’un ensemble mesu- 
rable défini d’une maniére quelconque; tandis que je m'étais occupé seule- 
ment d’arriver a la mesure de certains ensembles, en utilisant la définition 
de ces ensembles qui se préseutait naturellement a l'occasion de mes re- 
cherches de théorie des fonctions. Je pense que si l’on se place au point de 
vue que j’ai exposé dans cette Introduction, la plus grande généralité ainsi 
obtenue par M. Lebesgue est plus apparente que réelle; la théorie de la 
mesure des ensembles, et aussi celle du calcul des intégrales définies, me 
parait étre exposée d’une maniére plus simple et plus élémentaire et, en 
méme temps, aussi réellement générale, en suivant la marche que j’avais 
primitivement adoptée, C’est le mode d’exposition que je suivrai; il me 
conduirait logiquement a passer sous silence les travaux de M. Lebesgue. 
Mais aucun lecteur ne s’y trompera; sans qu’il soit nécessaire que je redise 
ici toute l’estime scientifique que j’ai pour M. Lebesgue (2), il est évident, 
pour tous, que ses idées ont réagi sur les miennes et que, méme si la. défini- 
tion de l’intégrale que je propose parait plus simple et plus naturelle, c'est 
a lui que la Science restera redevable de quelques-uns des progrés les 
plus essentiels que la théorie des fonctions ait faits dans ces dix derniéres 
années. 


inquiéter si E est mesurable ou non. Inversement, si E, contient tous les élé- 
ments de E, nous dirons que la mesure de E£ est inférieure a «. Les mots supé- 
rieure et inférieure n’excluent d’ailleurs pas l’égalité » ( Op. cit., p. 48). 

(*) « L’ensemble des points de divergence a pour mesure zéro, nous ne sommes 
pas assurés que cel ensemble soit mesurable; en employant le langage de la 
page 48, nous devrions dire que la mesure est inférieure ou égale a zéro; mais la 
mesure n’est jamais négative » (Op. cit., p. 67). 

(?) Voir mon article de la Repue générale des Sciences, t. XX, 1909, Pp. 315 
La théorie des ensembles et les progrés récents de la théorie des fonctions. 
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CHAPITRE I. . 
La théorie de la mesure. 


J’adopterai un mode d’exposition synthétique, en ne supposant connues 
que les parties classiques élémentaires del’Analyse (‘); je serai ainsi amené 
a revenir sur certaines propositions que j’ai déja démontrées ou énoncées ; 
mais j’en donnerai le plus souvent des démonstrations nouvelles et plus 
simples. 


1. — Le premier théoréme fondamental. 


= —— jie 


La théorie de la mesure est basée sur le théoréme suivant, que nous 
appelons premier théoréme fondamental (?). 

Si Von a, sur un segment de droite, une infinité dénombrable d’in- 
tervalles, tels que tout point de la droite soit intérieur a au moins 
Vun d’eux, on peut choisir parmi eux un nombre limité d’intervalles 
ayant la méme propriété. Soit ab le segment donné; tout point x de ab 
est, par hypothése, intérieur a un intervalle a,bn, c’est-a-dire est com- 
pris entre a, et b, sans coincider avec ces points; le point @ coincide avec 
Vextrémité a; d’un, au moins, des segments a;6; et le point b avec l’extré— 
mité 6; d’un, au moins, des segments a;5; (on suppose que les points a, a, 
sont respectivement a gauche des points 6, 6, ). 

Cela étant, choisissons parmi les intervalles a;6;, tels que a; coincide 
avec a, celui pour lequel l’indice i est le moins élevé; soit dp,, On,; soit, de 
méme, ap, bn, Vintervalle d’indice minimum renfermant le point 6y,, et 
généralement ap, by, l’intervalle d’indice minimum renfermant by, _,. Je dis 
qu’on atteint le point 6 au bout d’un nombre fini d’opérations, c’est-a—dire 
qu’il existe un nombre fini & tel que 6, coincide avec 6. Carsi les bp, étaient 
un nombre infini, ils admettraient un point limite 6' (qui pourrait étre b); 
ace point 6’, correspond un intervalle a, bp, tel que a, soit a gauche de 
6’ et 6, a droite de b' (ou coincidant avec 6’ si b' est &); les bn, seraient 
donc compris a partir d’une certaine valeur de k a/’intérieur de!’intervalle 


(') Voir ia Préface de mes Lecons sur la théorie des fonctions. 

(7) On.a donné parfois 4 ce théoréme le nom de théoréme de Heine-Borel, en 
raison de son analogie avec la démonstration donnée par Heine du fait que la 
continuité est uniforme (Journal de Crelle, 1872). Heine n’est d’aiileurs pas le 
seul a avoir utilisé implicitement ce théoréme, dans un cas particulier, longtemps 
avant qu'il ait été énoncé sous une forme générale. M. Lebesgue a utilisé fré- 
quemment le théoreme généralisé dans l’énoncé duque! on supprime fe mot 
denombrable. On a proposé de donner a ce théoréme généralisé le nom de théo- 
reme de Borel-Lebesgue. Voir aux C. R. Acad. Sc. (t. CXLIV, 1907), les Notes 
de MM. Lebesgue et Schenflies; l’article de M. Zoretti dans l'Encyclopédie fran- 
case et le Livre de M. Paul Montel, Sur les sérics de poly nomes. 
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a,b, et, a partir de ce moment, les my devraient nétessairement étre pris 
inférieurs a n, c’est-a-dire seraient en nombre limité. 

Ii résulte évidemment du théoréme fondamental que stl est possible 
d’enfermer tous les points d’un intervalle ab a Uintérieur d’inter- 
valles a,b,, la longueur totale de ces intervalles est supérieure & la 
longueur de ab. C'est cette couséquence du théoréme fondamental qui 
est essentielle dans la théorie de la mesure des ensembles (1). Si l’on 
observe qu'il suffit d’agrandir un intervalle d'une fraction aussi petite qu’on 
veut de sa longueur, pour que les extrémités de l’intervalle primitif soient 
intérieures (au sens étroit) a l’imtervalle agrandi, on peut donner aussi 
lénoncé suivant, parfois plus commode : 


Si tout point d’un intervalle ab appartient a l’un au mati des 
intervalles anbp, la somme des longueurs des agby n'est pas inférieure 
@ la longueur de ab. 


Dans ce dernier énoncé, les extrémités d’un intervalle sont considérées 
comme appartenant a cet intervalle. 


If. — La mesure des ensembles bien dé  finis. 


Lorsqu’un ensemble est formé d’un seul intervalle, sa mesure n’est pas 
autre chose que le rapport de sa longueur 4 la longueur cheisie comme 
unité. Ce rapport est un nombre calculable, si les abscisses des extrémités 
de Vintervalle, évaluées avec Panité choisie, sont elles-mémes des nombres 
calculables (2). 

Par definition, Ja mesure Dita ensemble formé d’un nombre fini ou 
_ d'une infinité dengmbrable d’intervalles sans points communs est 
égale a la somme de leurs mesures. Il résulte du théoréme fondamental 
que, si tous les points de l’ensemble sont intérieurs 4 un intervalle ab, fa 
série qui définit la mesure est convergente et a une somme au plus égale a 
la mesure de ab. Nous choisirons, pour ab (intervalle fondamental, ren- 
fermant tous les ensembles que nous considérons), l’intervalle o—1, de 
mesure égale a ]’uniteé. 

{] résulte de la définition, et des propriétés élémentaires des séries doubles 


() Si Yon admettait les définitions idéalistes, c’est-a—dire si l’on considérait 
comme donné un ensemble non dénombrable d'intervalles, on pourrait observer 
que la somme des longueurs de ces intervalles dépasse forcément ab, et que par 
suite, en ce cas, la conséquence est vraie sans que le théoréme fondamental soit 
nécessaire. C’est ainsi que j’avais été conduit, ayant en vue cette conséquence, a 
introduire l’hypothése de l’énumérabilité des intervalles dans l’énoncé du théo- 
réme fondamental (voir ma Thése : Sur quelques points de la théorie des fonc- 
tions, Paris, 1894). 

(7) On pourrait concevoir un intervalle défini d’une mapiere telle que sa mesure 
soit calculable, sans que les abscisses de ses extrémités le soient; il suffit de sup- 
poser que ces abscisses sont 2, et z,+ x, ©, n’étant pas calculable et x, étant 
calculable. Nous exclurons ce cas. 
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a termes positifs, que la mesure d’un nombre fini. ou d’une infinité dé- 
nombrable d’ensembles sans points communs est égale a la somme de 
leurs mesures. 

Les deux points précédents subsistent, lorsque les points communs sont 
en infinité dénombrable. 

La mesure n’a €té définie jusqu ici que pour les ensembles formés d’in- 
tervalles (en nombre fini ou infini); si un te! ensemble E a pour mesure a, 
ensemble complémentaire par rapport a o —1 (1’ensemble des points de 
o—1, qui n’appartiennent pas 4 £) aura, par définition, pour mesure I —a. 
Plus généralement, si deux ensembles, dont la mesure a été définie, sont © 
tels que tous les points du second appartiennent au premier, leur diffé- 
rence, c’est-a-dire l’ensemble des points du premier qui n’appartiennent 
pas au second, @ pour mesure la différence des mesures. La définition de 
Ja mesure d’une somme d’ensembles sans parties communes s’étend aux nou- 
velles mesures ainsi définies, et la définition de la mesure de la différence 
s’étend aussi 4 ces nouvelles mesures; on arrive ainsi a obtenir la mesure 
de tout ensemble bien dé fini par les procédés mémes au moyen desquels 
lensemble a pu étre bien défini. . ; 

J’ai indiqué cette marche dans mes Lecons sur la théorie des fonc- 
tions; comme j’avais surtout en vue les applications, je me suis contenté 
d’affirmer que Je théoréme fondamenta!, ou des procédés tout a fait. ana- 
logues a ceux qu’on a employés pour démontrer ce théoréme, permettent 
de justifier ces définitions en prouvant qu’elles ne sont jamais contradic— 
toires entre elles. Mais j’ai omis toute démonstration, car la rédaction 
détaillée me paraissait devoir étre Jongue et fastidieuse. Cette justification 
résulte indirectement des travaux de M. Lebesgue, publiés depuis, aux- 
quels je pourrais renvoyer; mais il me semble préférable de développer 
complétement la théorie en restant au point de vue des définitions cons- 
tructives; car c’est la forme sous laquelle j’ai été naturellement conduit a. 
ces considérations, a propos de questions qui se sont pasées dans mes 
recherches de théorie des fonctions (notamment dans ma Thése) et c’est 
aussi la forme sous laquelle les questions se posent dans les applications. 
J’exposerai cette méthode constructive sous deux formes différentes, la 
premiére plus analytique et la seconde plus synthétique. La marche analy- 
tique est plus longue, mais me parait étre plus instructive; je vais tacher 
de la résumer en conservant seulement les points essentiels. 

Les deux opérations fondamentales, par lesquelles on construit des en- 
sembles bien définis au moyen d’intervalles, consistent 4 faire la somme 
d’une infinité énumérable d’ensembles déja définis (sans point commun) et 
a prendre la différence de deux ensembles (dont l’un contient l’autre). Ces 
opérations peuvent évidemment étre répétées une infinité énumérable de 
fois; on peut, d’ailleurs, concevoir des opérations qui supposent qu’on ait 
effectué préalablement une infinité énumérable d’opérations préliminaires, 
et ainsi de suite. On sait que tous les processus de ce genre sont suscep- 
tibles d’une étude générale, qui a été faite pour la premiére fois par 
M. Georges Cantor, a l’occasion des dérivés successifs d’un ensemble donné, 
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et qui conduit a la notion des nombres transfinis de la seconde classe. Un 
nombre transfini de la seconde classe n’est pas autre chose qu’une nota- 
tion abrégée, pour indiquer |’ordre dans lequel doivent étre effectuées une 
infinité énumérable d’opérations, comportant une infinité énumérable de 
passages a la limite successifs ou superposés. Par exemple, la notation w? 
désigne une infinité d’opérations Un,» correspondant aux couples d’entiers 
positifs n et p, et effectuées.dans un ordre tel que l’opération wp, p, précéde 
Yopération u,,, dans le cas ot n'< n et aussi danslecas ot n' = rn, P <P; 
VYopération u;,o, par exemple, suppose donc effectuées préalablement les 
opérations Usp quel que soit p, et fait intervenir les résultats de cette 
iufinité d’opérations. 

On doit considérer un nombre transfini comme bien défini, lorsque l’on 
connait d’une maniére précise l’ordre des opérations correspondantes; il 
est alors aisé d’indiquer une notation désignant ce nombre. I! est évident 
que l’ensemble des nombres transfinis qui peuvent étre bien définis est 
dénombrable; mais il n’est pas effectivement énumérable; c’est une des 
formes du paradoxe du transfini, sur lequel je me suis expliqué ailleurs (1), 
On démontre habituellement que tout ensemble dénombrable bien ordonné 
définit un nombre transfini; mais il est aisé de voir que la démonstration 
suppose l’ensemble effectivement énumérable (2); en d’autres termes, il 
faut connaitre une correspondance. effective entre les éléments de len- 
semble et les entiers positifs; si l’on remplace chaque élément de l'ensemble 
par l’entier correspondant, ceci revient a ranger les entiers positifs sous la 
forme d'un ensemble bien ordonné, semblable 4 l'ensemble considéré, c’est- 
a-dire qu’on suppose la connaissance effective de la description des opéra— 
tions de passage a la limite successives qui correspondent au nombre 
transfini, c’est-a-dire précisément la connaissance effective de ce nombre 
transfini. 

Cette digression sur les nombres transfinis n’avait point d’autre but que 
de délimiter exactement la portée de la méthode employée, au point de vue 
adopté dans ce Mémoire; cette méthode s’étend évidemment a éous les 
nombres transfinis de la seconde classe, pour ceux qui attachent un sens 
a ces mots; d’autre part, dans l’enseignement élémentaire, l’exposition peut 
en étre simplifiée en se bornant aux opérations d’ordre inférieur 4 w” (ce 
qui correspond, dans la théorie des fonctions, aux fonctions de classe finie 
de M. Baire) ; cette limitation suffit dans la plupart des applications. 

Le probléme consiste maintenant, un ensemble bien défini étant cons- 
truit au moyen d’intervalles par une série d’opérations correspondant 4 un 
nombre transfini déterminé, a évaluer la mesure de cet ensemble bien défin 
a partir de sa construction, et a montrer qu’on ne peut étre conduit ainsi 
a aucune contradiction. 

On est ainsi amené a faire la somme d’un certain nombre de séries ayant 
pour termes les longueurs des intervalles, puis de nouvelles séries ayant 


(') Annales de l’Ecole Normale, 1908. ( Ci- Bt Note IV, § VI.) 
(*) Voir, par exemple, Bainz, Lecons sur les fonctions Hisconcuiues 
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pour tcrmes les sommes précédentes ou certaines de leurs différences deux 
a deux, et ainsi de suite (la notation du nombre transfini précisant ce que 
veut dire ainsi de suite). Bien entendu, les extrémités des intervalles sont 
définies par des nombres calculables; pour que les opérations qui donnent 
la mesure puissent étre effectuées, il faut que toutes les séries qui inter- 
viennent. soint convergentes (1). De plus, pour que la définition de la 
mesure ne soit pas contradictoire, il est évidemment nécessaire qu’on soit 
assuré de trouver deux nombres égaux, si l’on définitla mesure d’un méme 
ensemble E par deux procédés différents. Or, il résulte de la définition 
adoptée que, si un ensemble E a pour mesure a, l'ensemble complémen- 
taire (par rapport 4 o--1) a pour mesure 1 — @}; si donc on était amené a 
attribuer 4 un ensemble I, par deux procédés différents, deux mesures, 
différentes a et 8, on serait amené a attribuer a l’ensemble o—r Jes me- 
sures t—a-+ f et 1— 8 +a, nombres dont l'un est supérieur a l’unité (?)- 
{I suffit donc de faire voir que la définition de la mesure ne peut pas con- 
duire a attribuer a l’ensemble des points compris entre o et 1 une mesure 
supérieure 4 wn; la démonstration de ce fait comprendra celle de la con- 
vergence des séries a termes positifs qui interviennent dans la défini- 
tion. 

Considérons donc un processus arbitraire, mais bien déterminé, condui- 
sant & la mesure de l'ensemble (o —1) par une série d’opérations corres— 
pondant a un nombre transfini donné, c’est-a-dire comportant une infinité 
dénombrable de passages a la limite effectués dans un ordre connu; ces 
passages & la limite sont donc effectivement énumérables; les opérations 
comportent, en outre, des soustractions qui ne sont pas des passages a la 
limite, mais qui sont en quelque sorte enchevétrées d’une maniére arbi- 
traire (mais connue aussi) au milieu de ces passages 4 la limite. Si nous 
voulons éffectuer le calcul de la mesure avec une approximation donnée, 
c’est-a-dire en commettant une erreur inférieure 4 un nombre donné ¢, 
nous sommes conduits a nous donner une série 4 termes pesitifs de 


somme 
€ = €y + byt... t+ Ents... 


et 4 effectuer Jes opérations de passage a la limite (en infinit é énumérable) 
avec des erreurs respectivement inférieures & &;, 3, ..., En, --.3; C'est cette 
marche que nous allons suivre pas a pas. 

Nous rencontrons d’abord des ensembles formés par la réunion d’une 
infinité énumérable d’intervalles sans partie commune; Ja somme des lon- 


(1) Il serait méme nécessaire que la rapidit¢ de la convergence en fit connue 
d’une maniére précise; nous avons déja observé que cette exigence devrait étre 
formulée 4 propos de tons les calculs par séries convergentes; dans la pratique, 
on se contente habituellement de constater la convergence empiriquement. 

(7) Les deux procédés de construction qui conduisent aux mesures a et B cor- 
respondent, en général, a deux nombres transfinis différents, dont l'un est supé- 
rieur a l’autre. Le procédé de construction qui conduirait a attribuer a o —i une 
mesure supérieure a l’unité correspond au plus grand de ces deux nombres. 
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gueurs d’un pombre fini d’entre eux est évidemment inférieure a lunité; 
ils forment donc une série convergente, qu'on calculera a e, prés, en ne 
conservant qu’un nombre fini de termes. Si I’on prend ensuite la différence 
des mesures de deux ensembles, dont les mesures sont connues respecti- 
vement a ¢; prés et a ex prés, l'erreur sur la différence sera au plus en 
valeur absolue ¢;+ e,. 

Avant d’effectuer des opérations sur les ensembles ainsi obtenus par une 
premiére application de la méthode de construction, il est utile d’examiner 
d’un peu plus prés la structure de ces ensembles. Considérons d’abord 
ceux qui sont obtenus par des sommations (sans soustraction ). 

Chacun d’eux peut étre considéré comme formé par la réunion de deux 
parties : des intervalles en nombre fini (partie fondamentale); des inter- 
valles en nombre infini, dont la somame des longueurs est inférieure 4 €; 
(partie complémentaire). Pour faire la différence de deux tels ensembles 
dont l'un contient l'autre, on est conduit 4 faire d’abord la différence des 
deux parties fondamentales. Il pourra se faire que la partie a retrancher, 
dont tous les points appartiennent par hypothése a l’ensemble dont on 
retranche, n’appartienne pas tout entiére 4 la partie fondamentale de cet 
ensemble; mais les points qui n’appartiennent pas 4 cette partie fondamen- 
tale appartiennent a la partie complémentaire; ils constituent un nombre 
fini d’intervalles de longueur inférieure 4 €;. 

On est ainsi conduit 4 considérer, comme la partie fondamentale de 
Vensemble-différence, Vensemble formé d’un nombre fini d’intervalles 
qu'on obtient en faisant la différence des deux parties fondamentales, sans 
tenir compte, au cas ow elles existeraient, des portions de la partie sous- 
traite qui seraient a l’extérieur de la partie dont on soustrait. L’ensemble- 
différence est donc formé d’une partie fondamentale comprenant un 
nombre fini d’intervalles et d’une partie complémentaire de caractére nou~ 
veau, car elle comprend des intervalles additifs et des intervalles soustrac- 
tifs; j’iasiste un peu sur cette notion nouvelle, car elle est essentielle. Je 
considére la somme des parties complémentaires des ensembles dont on 
fait la différence (en ne comptant qu’une fois les parties communes), c’est 
un ensemble dénombrable d’intervalles dont ia somme des longueurs est 
inférieure 4 e;+ ¢,. L’ensemble-différence peut alors étre défini comme il 
suit : il se compose de la partie fondamentale 4 laquelle on ajoute ou de 
laquelle on retranche, d’une maniére qu’il ne sera pas nécessaire de pré- 
ciser davantage, des points appartenant tous a cette partie complémentaire 
inférieure @ &;-+ €x. 

Considérons maintenant une infinité d’ensembles ainsi composés chacun 
d’une partie fondamentale (comprenant un nombre fini d’intervalles) et 
d’une partie complémentaire Ze; dont les points sont additifs ou soustrac- 
tifs; les cy figurant dans les diverses parties complémentaires sont, bien 
entendu, tous distincts (1); je dis tout d’abord que, si l’on considére une 


{'). Il v’est pas*interdit de faire figurer une infinité de fois un méme ensemble 
dans la définition; mais si- un méme passage 4 la limite est ainsi répété ate 
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_ infinité de tels ensembles n’ayant deux a deux aucun point commun, la 
somme des longueurs de leurs parties fondamentales est une série conver- 
gente. Ges parties fondamentales peuvent avoir des parties communes; 
mais ces parties communes sont nécessairement intérieures (1) aux &;; la 
somme des longueurs d’un nombre fini des parties fondamentales est donc 
au plus égale a l’unité, augmentée de la. somme des ¢;; la série est, par 
suite, convergente; nous avons, par hypothése, fait correspondre a l’opé- 
ration de passage a la limite qu’est la sommation de cette série conver- 
gente, un ¢, soit e,; nous négligerons le reste de cette série convergente 
en prenant un nombre de termes tels que ce reste soit inférieur a ex, et la 


partie fondamentale de l'ensemble obtenu sera, par définition, la réunion 


des parties fondamentales, en nombre fini, qui subsistent lorsqu’on néglige 
ce reste; les autres parties fondamentales seront jointes a l’ensemble des 
partiés comp!émentaires. : 

Nous obtenons donc, par un nouveau passage a la limite, un ensemble 
de méme structure que ceux dont nous sommes partis; il est formé d’une 
partie fondamentale, comiprenant un nombre fini d’intervalles, et d’une 
partie complémentaire consistant en intervalles complémentaires D¢;, dont 
les points sont additifs ou soustractifs. Il n’est pas besoin d’insister : la 
répétition des mémes opérations conduira toujours a des résultats ana- 

-logues; on verra simplement apparaitre, 4 chaque nouveau passage a la 
limite, un nouveau terme dans S¢;, mais cette somme sera toujours infé- 
rieure 4 e. En définitive, l'ensemble que l’on considére (et qui est actuelle- 
ment l’ensemble o —1) est formé d’une partie fondamentale et d’une partie 
complémentaire inférieure 4 ¢. Du moment que tous lés points de l’en- 
semble o—1 sont intérieurs, soit aux intervalles de la partie fondamen- 
tale, soit aux intervalles de la partie complémentaire, la somme des 
longueurs de tous cesinteryalles est, d’aprés le théoréme fondamental. 
supérieure &@ 1; done, la mesure de la partie fondamentale est comprise 
entre I—eet I. > --— = Fone Miata 

Mais cette mesure peut aussi étre obtenue de proche en proche par les 
operations au moyen desquelles on a construit ’ensemble; la seule diffi- 
culté provient de ce que, lorsqu’oa réunit des ensembles sans points com- 
muns, il peut arriver que leurs parties fondamentales aient des parties 
communes, si ces parties communes appartiennent par ailleurs a des inter- 
valles d’exclusion négatifs. Mais il suffit, pour écarter cette difficulté, d’ob- 
server que les portions parasites ainsi introduites étant certains intervalles 
compiémentaires, leur somme algébrique (car elles peuvent devenir néga— 
tives dans les. opérations de soustraction) est, au plus, égale & Zs;, c’est- 
PEAT RIGS Calis eameltins MW Yas FDNY ESI Pa Soe nia Cl La ea ws me Se Cyn See PS 
infinité de fois, chacune de ces opérations occupe ua rang distinct parmi l’infinité 
énumérable de toutes les opérations considérées, et il lui correspond par suite, 
chaque fois, un e, indice différent. 

(*) Il peut méme arriver que les parties fondamentales aient en commun 
plusieurs fois un méme intervalle; il doit alors appartenir a plusieurs des g; 
distincts. : 


> 
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a-dire 4 «. Le nombre auquel on est conduit, pour la mesure, différe.donc 
de moins de ¢ de la mesure de la partie fondamentale : nous avons vu 
que cette derniére mesure est comprise entre 1—« et »; la mesure de l’en- 
semble o —1, par le procédé considéré, est donc comprise entre 1—2¢ 
et I+; mais cette mesure est un nombre fixe et ¢ est arbitraire; 
ce Epinbre fixe ést donc rigoureusement égal a 1, ce que nous voulions 
démontrer. 

J’ai tenu a exposer d’abord la marche analytique qui me parait la plus 
naturelle, et qui a l’avantage dé devenir extrémement simple et élémen- 
taire Jorsqu’on se borne 4 considérer les nombres transfinis inférieurs 
4 w”, L’exposition se trouve en ce cas trés simplifiée et met nettement en 
évidence la structure des ensembles formés. 

Lorsqu’on ne limite pas les nombres transfinis qu’on introduit, l’exposi- 
tion synthétique que je vais maintenant indiquer est plus bréve; la 
méthode est la méme et consiste toujours 4 déduire les ensembles nouveaux 
d’ensembles déja définis; seulement, au lieu de partir des intervalles et de 
suivre la construction de proche en proche, on suppose que la construc- 
tion a été faite jusqu’a un certain point et posséde certaines propriétés, >t 
Yon démontre que ces propriétés subsistent lorsqu’on avance d’un pas 
nouveau. ; 3 

Nous donnerons le nom de corps ouvert d’ensembles a une infinité d’en- 
area A ayant les propriétés suivantes : 

1° Chaque ensemble A se déduit d’autres ensembles A au moyen des opé- 
rations fondamentales (addition d’une infinité énumérable d’ensembles A 
sans point commun; différence de deux ensembles A dont l’un contient 
Pautre); on peut ainsi, de proche en proche, ramener chaque ensemble A 
a étre défini a partir des ensembles élémentaires (intervalles). 

2° Quel que soit le nombre positif «, chaque ensemble A peut étre 
regardé comme formé d’une partie fondamentale (nombre fini d’inter— 
valles), 4 des ensembles prés positifs ou négatifs enfermés dans des inter- 
valles d’étendue totale inférieure a ¢. 

3° On peut faire correspondre 4 chaque ensemble A un nombre, qu’on 
appelle sa mesure, et qui se déduit des mesures des intervalles par les 
mémes opérations constructives au moyen desquelles l’ensemble A se 
déduit des intervalles (la mesure d'un intervalle est égale a sa longueur). 
La mesure de la partie fondamentale d’un ensemble A tend vers la mesure 
de A lorsque < tend vers zéro. Cette propriété entraine comme conséquence 
que, sil’on peut obtenir A de plusieurs maniéres différentes 4 partir des 
intervalles, la valeur de la mesure déduite de ces diverses constructions est 
la méme. 

Cela posé, on a le théoréme suivant : 


Si l’on adjoint @ un corps ouvert la différence de deux ensembles A 
de ce corps dont l’un contient l’autre, ou la somme d'une infinité 
dénombrable d’ensembles A du corps (sans parties.communes), on 
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obtient un autre corps ouvert (1) ayant les mémes propriétés, cé qu'on 
peut exprimer briévement en disant que les nouveaux ensembles obtenus 
sont aussi des ensembles A. 


Il est évident que la différence de deux ensembles A est un ensemble A; 
je dis qu’il en est de méme de la somme d’une infinité dénombrable d’en- 
sembles Aj, Ag, ..., An, -+-; sans parties communes. If suffira. en effet, de 
faire correspondre 4 chaque A, un nembre &, tel que la série Ze, soit 
convergente. Soit E, la partie fondamentale de A,; la série des mesures 
des E, est convergente (car les parties communes aux E, sont des inter— 
valles dont la somme est, au:plus, 2s,); on pourra donc choisir 7 tel que 
la somme des mesures des En+,(k > 0) soit inférieure 4 ¢. La réunion 
de Ey, E,, ..., E, forme un ensemble analogue EK (formé d@’un nombre fini 
d’intervalles); l'ensemble A, réunion des Aj, As, ..., An, ---, ne différe 
donc de E que par des ensembles complémentaires enfermés dans des inter- 
valles au plus égaux a ¢+ Ze,. 

Je dis, de plus, que sil’on a démontré que la mesure de la partie fonda- 
mentale de A, est aussi voisine qu’on veut de la mesure de An, la méme 
propriété subsiste pour A. En effet, la mesure de A est, par definition, la 
somme des mesures des A, sans parties communes; elle différe done aussi 
peu qu’on veut de la somme des mesures des E,; mais cette derniére 
somme ne différe de la mesure de E que de « + Ze,, au plus; la différence 
entre la mesure de E et la mesure de A peut donc étre rendue aussi petite 
qu’on veut La mesure de A est, par suite, indépendante du procédé parti- 
culier par lequel A a été obtenu; elle serait la méme, si A était construit 
au moyen d’autres ensembles du corps ouvert primitif. 


IM. — Le second théoréme fondamenial. 


Les considérations précédentes s’étendent, sans difficulté, au cas de 
n dimensions (2). Je vais les énoncer en précisant les définitions. 


(') Le paradoze du transfini consiste précisément en ce que, par la répétition 
indéfinie de ce procédé, on n’obtiendra jamais un corps ferme, c’est-a—dire ne 
pouvant plus étre étendu par la répétition des mémes opérations. Pour les raisons 
que j’ai déja exposées ailleurs (Annales de l’Ecole Normale, 1908) et sur 
lesquelles je ne reviens pas, la conception d’un tel corps ferme, bien que n’étant 
pas contradictoire en soi, ne me parait pas étre une véritable conception mathé— 
mathique, parce qu’il n’est pas possible de décrire exactement, par tin nombre 
fini de mots, la construction d’un tel corps. D’autre part, on n’aura jamais besoin, 
dans aucune application, que d’un des corps ouverts que nous avons définis. Pour 
les mathématiciens qui admettent l’existence de tous les nombres transfinis de 
seconde classé, les considérations du texte permettent, par application trans— 
finie du méme procédé, d’obtenir un corps fermé ayant les mémes propriétés 
que les corps ouverts. 

(7) L’extension au cas d’an nombre infini de dimensions est aisée avec les 
hypothéses de convergence bien connues. 
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J’appelle ensemble élémentaire l'ensemble des points dont les n coor- 
données 21, 2, ..., Xp vérifient les inégalités 


a5 2;55;; tesy AnS ZnS by. 
Sa mesure est le produit 
(b,— a;)(6,— G@) Pr tery (6, — an), 


la réunion d’un nombre fini d’ensembles élémentaires constitue un 
domaine simple. ; 

Les ensembles bien dé finis sont les ensembles qui peuvent étre obtenus, 
a partir des ensembles élémentairés, au moyen des deux opérations fonda- 
mentales suivantes indéfiniment cépétées : 


1° Faire la différence des deux ensembles A-et B déja définis et tels que 
tout point de B appartienne a A, 


(D) A—B; 


2° Faire la somme d'une infinité d’ensembles déja définis : Ay, ‘Ag, .»., 
An, ..., Sans parties communes. 


(S) Ayo Ayteerep Abts. 


On peut alors énoncer le théoréme suivant, que nous appellerons second 
théoréme fondamental : 


Etant donnés, dans un domaine borné, un ensemble bien défini 
quelconque E et un nombre arbitraire ¢, on peut trouver un domaine 
simple D tel que l’ensemble des points de E, qui n’appartiennent pas 
@ D, et l’ensemble -des points de D qui nappartiennent pas a E 
puissent étre enfermés dans une infinité dénombrable d’ensembles 
élémentaires, dont la somme des mesures soit inférieure ae. 


Plus briévement, tout ensemble E équivaut, d ¢ prés, a un domaine 
simple D. é 

Il est quelquefois commode d’adjoindre aux opérations (D) et (S) l’opé- 
ration (P), qui consiste a prendre la partie commune aux ensembles A 
et B 


(P) (A, B). 


Si lon part du corps constitué par l’ensemble des intervalles (qu’on 
peut supposer a extrémités calculables, pour préciser), il est clair que le 
résultat de l’opération (P) effectuée sur deux éléments A et B du corps, 
c’est-a—dire sur deux intervalles, peut étre obtenu en appliquant les opé- 
rations (D) et (S) a d’autres éléments du corps. Je dis que si cette pro- 
priété est vraie pour un corps, elle subsiste lorsqu’on étend ce corps en 
lui adjoignant les résultats des opérations (D) ou (S) effectuées sur ces 
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éléments. Cela est 4 peu prés évident en ce qui concerne (D); détaillons 
le calcul pour (S); soit 


A= Ay+As+...+An+ 
B=Bb,+B,4+...+ Boe ns 
On aévidemment ; uae 
(A, B) = 22 (Ap, Bp). 
On peut donc adjoindre lopération (P) aux opérations (D) et (S); on 
obtiendra toujours des ensembles bien définis, mais Ja mesure de ces 
ensembles résultera moins directement de leur définition. 


IV. — Les eee, & points multiples. 


On sait que si l’on étend 4 un contour plan fermé C lintégrale curvi- 
ligne 
J tenes 
2G 


on obtient, si C est un cqntour simple, la valeur, au signe prés, de l’aire 
intéricure 4 C. Si le contour C a des boucles, la valeur de Vintégrale J est, 
en général, i 


12 n8, 4 (eS Sen se PS = 8S 8, es 


Sn, Sn-1, ©+-, Si, Sj, ..-, Sp étant les sommes des aires de certains des 
domaines déterminés dans le plan par la courbe C. Chacun des points inté- 
rieurs a S, est ainsi compté 7 fois. 

On est ainsi naturellement conduit 4 envisager des ensembles, dont 
chaque point est affecté d'un nombre entier, représentant le nombre de 
fois que ce point figure dans l'ensemble. Nous nous bornerons au cas ow 
.ces nombres entiers sont tous positifs et nous les supposerons de plus; tout 
d’abord, inférieurs 4 un nombre fixe N. 

Je signale en passant qu’on pourrait, en passant du cas des entiers au 
cas des nombres commensurables, puis incommensurables, déduire de ceci 
une théorie élémentaire de Vintégrale définie, au sens.de M. Lebesgue; 
mais je ne m’y attarderai pas. Je vais d’ailleurs me borner, pour simplifier 
le langage, aux ensembles linéaires intérieurs 4 o\—1. 

Un tel ensemble sera obtenu, comme _précédemment, par la réunion 
d’intervalles; mais les parties communes a deux ou plusieurs intervalles 
seront considérées comme comptant deux ou plusieurs fois. Nous continue- 
rons a utiliser les opérations (D) et (S); pour ne pas introduire de nom- 
bres négatifs, nous ne considérerons que la différence A — B d’ensembles A 
et B tels que tout point de B figure dans A a un degré de multiplicité au 
moins égal 4 celui qu'il a dans B; pour la somme, nous supposerons qu'il 
peut y avoir des parties eommunes, le degré de multiplicité de chaque 
point restant cependant inférieur a N. 
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Il est manifeste que l’ensemble des points de degré de multiplicité k est 
bien défini; si Von désigne par ox sa mesuré, la mesure de l’ensemble 
considéré est, par définition, 


N 
o =e oh. 
p> 1 
Or, on a évidemment 
ZoeS. 
{l en résulte donc 
, aN, 


Si Von avait foz,< s, il en résulterait o< Ns. 

Cette inégalité conduit trés aisément 4 un théoréme que j'ai énoncé, il 
y a plusieurs années (1), et dont je n’avais pas encore publié la démons- 
tration. 


Si l’on a dans l’intervalle 0 —1 une infinité dénombrable d’en- 
sembles (bien définis) E, tels que la mesure de chacun d’eur soit supé- 
rieure ou égale aa, l’ensemble E des points communs a une infinité 
d’entre eux a une mesure qui n'est pas inférieure ac. 


L’ensemble E est évidemment bien défini; nous allons montrer que l’hy- 
pothése ou sa mesure a’ serait inférieure 4 s conduit 4 une contradiction. 
Soient, en effet, e¢, l'ensemble des points qui n’appartiennent a aucun 
des E;, ex l’ensemble-des points qui appartiennent a k d’entre eux (et 
n’appartenant pas 4 k+1); il est clair que tout point de o —r appartient 
a l'un et a un seul des ensembles E, eo, €;, ..-, €x, ---; $i donc on désigne 
par co, la mesure de e;, on a 


P+ 69+ 0+...-+5,+...=1, 


la série étant forcément convergente. 
Le nombre @’ étant, par hypothése, inférieur 4 ¢, on peut choisir n assez 


grand pour qu’on ait ' 
o—a' 


b-) 


Sntit Sn+ete.. < 


3 


et il en résulte 
c¢—o’ 


Ob Opi Ongar 


Ceci posé, considérons l’ensemble a points multiples € formé parla réu- 
nien de E,, Ee, ..,, Ex; sa mesure est supérieure ou égale a No, puisque 
la mesure de chacun des E; est supérieure ou égale a c. Nous allons éva- 
luer cette mesure par une autre voie. I] est clair que l’ordre de multiplicité 
d’un point de € ne peut dépasser N et que cet ordre est, d’autre part, au 
- plus égal a Vordre de multiplicité du méme point dans ensemble de tous 
les ensembles E; (ce dernier ordre pouvant étre infini). On aura donc une 


(1) C. A. Acad. Sc., 7 décembre 1903, 


— 
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limite supérieure de Ja mesure de €, en la calculant comme si tous les 
points de e, avaient dans € un ordre «le multiplicité égal a A lorsque k est 
inférieur.a N, et égal & N lorsque & est égal ou supérieur a N, les points 
de E (d’ordre infini) étant aussi comptés comme d’ordre N dans ©, On 
trouve ainsi que la mesure de € est au plus égale a 


y+ 20g-+...+(N—s)oy_y+ N(on + ongat.- +9’); 


mais, si N est supérieur a 7, ceci est inférieur 4 
(y+ Og... t+ On) +N (Oat + Inte. t+ 8), 


c’est-a—dire a ee 
. c ae a’ 
n+N (« + a) : 


Or, n et c étant fixes, on peut toujours prendre N assez erene pour que 
cette derniére expression soit inférieure a No; Phypothése o'<¢ conduit 
donc a une contradiction. 

Ce théoréme conduit fort simplement a une propriété des séries, qui 
a dd étre souvent rencontrée par ceux qui se sont occupés de ces ques— 
tions, et dont j’ai indiqué une application a la théorie des fonctions, dans 
la Note que je viens de citer. 

Soient une série convergente pour toutes igs valeurs de x comprises 
entre o et 1, et €, un nombre positif quelconque, Etant donné un nombre 
positif ¢ <1, on peut évidemment déterminer un ensemble E,, de mesure 
supérieure a @ et tel que, pour tous les points de E,, il existe un nombre N, 
tel que les restes de la série de rang égal ou supérieur a N soient inférieurs 
4 e€, pour tous les points de Ep. En effet, a tout point x correspond un 
nombre y, tel que les restes de rang égal ou supérieur a v sojent inférieurs. 
a e,; l'ensemble des valeurs de x, correspondant a un nombre donné y, 
forment un ensemble e,; la somme des mesures de ces ensembles est 
convergente et égale 4 1; on peut donc prendre N assez grand pour que le 
reste de cette série convergente soit inférieur a 1—o. 

Ceci étant, donnons—nous des nombres ¢, tendant vers.o; a chacun d’eux 
correspond un ensemble E, de mesure supérieure 4 ¢; l’ensemble E des 
points communs a une infinité des E, a une mesure supérieure 4 ¢; sur 
Vensemble E, la série est évidemment uniformément convergente; c’est la 
proposition dont je voulais parler. Nous em rencontrerons bientdt, par une 
autre voie encore plus simple, un cas particulier, dont importance me 
parait surpasser celle de la proposition générale. 


V. — Les ensembles de mesure nulle. 


D’aprés ce qui précéde, un ensemble bien défini est de mesure nulle, 
lorsqu’il peut étre enfermé, quelle que soit ¢, a V’intérieur d’ensembles 
élémentaires de mesure totale inférieure a <. Inversement, tout ensemble 
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qui a cette propriété fait partie d’un ensemble bien défini de mesure nulle; 
on ne peut donc lui attribuer une mesure autre que zéro. Cette remarque 
montre que, si l’on admet qu’il soit possible de considérer des ensembles 
autres que les ensembles bien définis, il peut exister des ensembles qu: 
_ Soient mesurables, en vertu de mes définitions, sans étre bien définis; ce 
sont les ensembles qu’on obtient en ajoutant & un ensemble bien défini 
(de mesure non nulle) une portion arbitraire d’un ensemble bien défini 
de mesure nulle. La classe d’ensembles mesurables ainsi définie est équi- 
valente 4 la classe d’ensembles que M. Lebesgue appelle mesurables; 
cette remarque a déja été faite par M. Lebesgue; si je la rappelle, c’est 
pour éviter une confusion dont je suis responsable, car elle est Ja consé— 
quence d’un langage mal choisi; j’avais appelé mesurables, dans mes 
Lecons sur la théorie des fonctions, les ensembles que j'appelle mainte- 
nant bien définis; M. Lebesgue a donné a ces ensembles le nom de 
_mesurables B et l'on a cru parfois que je n’avais pas défini la mesure 
pour les ensembles que je n’appelais pas mesurables, bien que j’indique 
dans ce méme Ouvrage que, si un ensemble est complétement intérieur 
aun ensemble mesurable, on devra regarder sa mesure comme inférieure 
ou égale a celle de l’ensemble mesurable, sans s’inquiéter s'il est mesu— 
rable ou non. La mesure ainsi définie sera connue avec précision dans les 
cas ou l’on pourra démontrer a la fois qu’elle est supérieure ou égale 
et qu'elle est inférieure ou égale 4 un méme nombre; c'est, en particulier, 
le cas pour les ensembles faisant partie d’un ensemble bien défini de 
mesure nulle; c’est aussi le cas pour tous les ensembles mesurables de 
MM, Lebesgue. Mais je n’insiste pas sur ce point, tenant a me borner aux’ 
ensembles bien définis. 

Tout ensemble linéaire de mesure nulle est intérieur a l’un des ensembles 
de mesure nulle, que j’ai nommés réguliers et qui sont définis au moyen 
dune infinité dénombrable de points fondamentaux A,, Ao,..., An) ---- 
On définit d’abord un ensemble E, au moyen. d’intervalles- entourant 
chacun des points fondamentaux et dont la somme sx est convergente, 
lorsque & augmente, l’intervalle attaché a un point fondamental quel- 
conque A, tend réguliérement vers zére, sans jamais croitre; lorsque , 
tend vers zéro, l’ensemble E, a pour limite, par définition, un ensemble 
régulier de mesure nulle. Je.n’insisterai pas sur cette théorie, sur laquelle 
j'ai donné des indications suffisantes dans une. Note des' Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences (1); \’extension de la théorie:de la similitude 
aux ensembles a plusieurs dimensions appelleraitd’ailleurs de nouvelles 
recherches. I] serait aussi du plus haut intérét d’approfondir, sans compli— 
cations inutiles, la théorie des ensembles 4 plusieurs dimensions, dont les 
projections sont de mesure nulle, par exemple des ensembles situés dans 
l’espace, dont les projections sur un plan quelconque sont de mesure nulle. 
Enfin, je puis signaler comme se rattachant au méme ordre didées, Ja 


Nn 
(1) Séance du 6 mars 1911. 
B. 16 
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classification des ensembles de mesure nulle d’aprés la loi de décroissance 
asymptotique des intervalles au moyen desquels on peut les définir (1). 
Cette classification me parait devoir étre importante dans beaucoup de 
questions; mais je ne l’utiliserai pas ici. 


CHAPITRE Il. 
La définition de l'intégrale. 


Je me bornerai, bien entendu, a la considération des fonctions calcu- 
lables, avec une restriction cependant, qui est capitale : si une fonction 
coincide avec une fonction calculable presque partout, c’est-a—dire en tous 
les points qui n’appartiennent pas & un certain ensemble de mesure nulle, 
tout se passera, au point de vue de ses propriétés moyennes, comme si-elle 
était calculable partout. En fait, nous constaterons qu’on peut ramener 
Vintégration des fonctions caiculables a celle des polynomes, qui sont 
.évidemment les plus simples des fonctions calculables. 


I. — La dé finition des fonctions bornées et le troisiéme théoréme 
fondamental. 


Pour définir une fonction, on la considére généralement comme la limite 
d’une suite de fonctions connues; si l’on pact des polynomes, considérés 
comme connus, on définira ainsi de proche en proche des fonctions de plus 
en plus compliquées. Un théoréme de Weierstrass, dont nous n’aurons pas, 
besoin, apprend que toute fonction continue peut étre regardée comme 
limite vers laquelle tend unifarmément une suite convergente de poly- 
nomes (2); ceci prouverait, s'il en était besoin, que les fonctions continues 
et les limites de fonctions continues et les limites de ces. limites, etc. 
rentrent comme cas particuliers dans l'ensemble des. fonctions que nous 
considérons. Mais il est évident, sans qu’il soit besoin du théoréme de 
Weierstrass, que cet ensemble comprend toutes les fonctions définissables 
analytiquement, puisque tout procédé de définition analytique se raméne 
a un processus limite portaat sur des fonctions antérieurement définies; 
et l’on doit remonter ainsi de proche en proche jusqu’a ce qu’on arrive 
a des fonctions connues; or, les fonctions élémentaires, définies directement 
(comme les fonctions circulaires par exemple), sont développables en séries 
entiéres et sont, par suite, des limites de polynomes. 

Considérons dane une fonction f(x, y,%), que nous supposons bornée 
dans un domaine D; nous dirons que cette fonction est. asymptotique- 


U eC. R. Acad. Sc., 26 février 1912 : La classification des ensembles de 
mesure nulle et la théorie des fonctions monogénes uniformes. Voir mon Livre 
Sur les fonctions monogénes uniformes d’une variable compleze. 

(7) Voir mes Legons sur les fonctions des variables réelles, Chap. IV. 
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ment équivalente & des polynomes, si ad tout groupe de nombres 
Positifs ¢ esa on peut faire correspondre un polynome y 


P(x, ¥, 3; £, a), 


tel que Vensemble des points o® ia valeur absolue de la diffé- 
rence f—P est supérieure a ©, soit de mesure inférieure 44, cest- 
a-dire soit intérieur a une infinité dénombrable d’ensembles élémen- 
faires d’étendue totale inférieure a a. Si de plus la fonction est bornée, 
nous supposerons les polynomes bornés dans leur ensemble. 

Le théoréme fondamental de la théorie des fonctions bornées est alors 
le suivant : 


TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL. — La limite supposée bornée d’une 
suite de fonctions bornées asymptotiquement équivalentes a des poly- 
nomes est elle-méme asymptotiquement équivalente a des polynomes. 
En d’autres termes, toute fonction [(bornée) (1)| définissable analyti- 
quement est asymptotiquement équivalente a des polynomes. Soient, 
en effet, f:, fa, ---, fn, --- des fonctions données; a4, a, ..., @n, ... dés 
nombres positifs, dont la somme a= <a, cst suffisamment petite; 
£4, &g, .-.) En, --. des nombres positifs décroissants et tendant vers zéro. 
Nous supposons que les fonctions f, tendent vers une limite f en tout 
poiat de Vintervalle dans lequel elles sont définies. La fonction f étant 
bornée, on peut supposer que les fonctions f, sont bornées dans leur 
ensemble. Sinon, on remplacerait par o les valeurs que prend chacune 
@’ elles, lorsqu’elles sont comprises en dehors de l’intervalle -M—e,M-+e, 
si f est compris entre —M, +; cette opération ne peut, en effet, modifier 
leur limite; nous raisonnerons sur les nouvelles fonctions f, qui sont aussi 
asymptotiquement équivalentes a des polynomes. 

A la fonction f, et aux nombres ¢, et a, correspond un polynome P,,, 
tel que Ja valeur absolue de f,— P, soit inférieure 4 e,, sauf peut—étre 
dans un ensemble de mesure a,-. Si donc, on exclut du domaine donné D 
Vensemble de mesure au plus égale 4 a formé par la réunion de ces 
ensembles de mesure au plus égale 4 z,, dans le domaine restant D’, la 
limite des P, existera et sera égale a la limite des fn. 

Les. polynomes P, tendant vers une limite, 4 tout nombre 7 et 4 tout 
point M(2,y,z) de D’ correspond un nombre N(7,M), tel que les 
relations 

n2N,  #2N 
entrainent 


(1) [Pa(x, x, #)—Pa(z, y¥,2) |<. 


Lorsque 9 est donné, il correspondra en général des nombres N diffé- 
-(*) Voir, plus bas (§ 1V), comment les fonctions finies non bornées peuvent 
étre définies comme limites de fonctions bornées. 
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rents aux différents points M de D, mais a tout point M correspond une 
valeur finie de N. 

Je désigne par A(N’) ensemble des points M pour lesquels N peut étre pris 
inférieur a N’, cet ensemble différe aussi peu qu’on veut de D’, lorsque N* 
augmente indéfiniment; s’il n’en était pas ainsi, c’est-a-dire si A(N’) n’avait 
pas pour limite D’, lorsque N’ augmente indéfiniment, il y aurait dans D’ 
des points n’appartenant a aucun des A(N’), ce qui est absurde. On peut 
donc, étant donné un nombre arbitrairement petit 8, faire correspondre 
4 7 un nombre N’, tel que A(N’) différe de D’ de moins de £. 

Si nous nous donnons les nombres arbitrairement petits + Bet y + 1, 
ce qui précéde nous montre que le polynome Py(z, y, 2) différe de moins 
de n+ de la fonction /, limite de f,, sauf peut-étre dans un ensemble 
de mesure au plus égale 4a+8. La fonction limite des /, est donc asympto- 
tiquement équivalente a des polynomes (‘). 


Remarque. — Chaque inégalité (1) définit un domaine algébrique 
(un nombre limité d’intervalles dans le cas d’une variable), qui peut étre 
remplacé, si l’on veut, par un domaine simple avec une erreur aussi petite 
qu’on veut. Les ensembles, dont la mesure intervient dans la démonstra- 
tion, s’obtiennent au moyen de ces domaines simples; le calcul de leurs 
mesures ne présente aucune difficulté. 


Il. — La définition de l’intégrale des fonctions bornées. 


Le troisiéme théoréme fondamental permet de définir d’une maniére 
trés simple lintégrale des fonctions bornées, cette définition fournissant 
en méme temps un procédé de calcul effectif. La marche suivie est exacte- 
ment la méme que pour la mesure des ensembles (Chap. 1); les détails 
dans lesquels nous sommes entrés 4 cette occasion nous permettront d’étre 
ici plus brefs. 

Je suppose connue la définition élémentaire de l’intégration des poly- 
nomes et ses propriétés principales, notamment le premier théoréme 
de la moyenne. J’appelle intégrale élémentaire dun polynome l'expres— 


sion 
ax y ef 
d if ye P(x, ¥,4)drdydz. 
a b c 


L’intégrale définie étendue a un domaine simple s’exprime au moyen 
d’un nombre fini d’intégrales élémentaires. Occupons—nous d’abord des 
intégrales élémentaires des fonctions bornées. 


(*) On peut remarquer que, si l’on n’imposait pas aux polynomes la condition 
détre bornés dans leur ensemble, la démonstration exigerait seulement que la 
limite existe, c’est-a-dire que f soit finie, mais non nécessairement que f soit 
bornée; elle subsisterait pourvu que |’ensemble des points singuliers, ou les f, 
- seraient infinis et of la limite n'existerait pas, soit de mesure nulle. 
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Considérons une suite. de polynomes P,(@,y,%) asymptotiquement 
convergente dans un domaine D se réduisant a un ensemble élémentaire 
(parallélépipéde rectangle), et supposons, en outre, que l’ensemble des 
polynomes P, soit borné dans D, c’est-a-dire quwil existe un nombre M, 
tel qu’on ait, quel que soit n et quels que soient 2, y, = dans D, 


| Pa(az, y, z)| <M. 


Je dis que la suite des intégrales des P, est uniformément convergente 
dans D; nous poserons, a, b,c étant le point de D dont les coordonnées 
sont les plus petites, 


x yx 3 
Qiena=f ff Prix, x, 5) de dy ds. 
a b c 


En effet, étant donnés les nombres e et a, on peut déterminer N, tel 
que les inégalités 
n2N, n'2N 
entrainent 
“| Pa— Pn’| < & 


sauf au plus dans un ensemble de mesure «. 
On a, pour ces mémes valeurs de n et n’, 


x yx 3 ’ , 
IQ— Qu} < f 4 uF |] Pa— Pr’ |dadydz<eV+.2aM, 
a 6 c : 


V étant le volume de D. Les nombres V et M étant fixes, ¢ et « arbitraire- 
ment petits, la proposition est démontrée. Cette proposition légitime la 
définition suivante : L’intégrale d’une fonction bornée dans un 
domaine élémentaire est égale a la limite des intégrales des termes 
d’une suite bornée de polynomes asymptotiquement convergente vers 
cette fonction. II est clair en effet que, si deux suites bornées de polynomes 
convergent asymptotiquement vers une méme fonction, !’ensemble des 
deux suites (suite obtenue en intercalant les termes successifs de l'une 
entre les termes de l’autre) est aussi une suite asymptotiquement conver- 
gente(car la réunion de deux ensembles de mesure inférieure a ¢ forme un 


ensemble de mesure inférieure a, 2€). Res: 
‘| résulte du théoréme de ia moyenne et de notre second théoréme 


fondamental que l’intégrale d’une fonction bornée, étendue a un ensemble 
bien défini quelconque, peut étre définie comme égale a la limite He 
Vintégrale correspondant a un domaine simple, tendant vers cet ensemble 
bien défini. Car la valeur absolue de V’intégrale étendue a un ensemble 
élémentaire est au plus égale au produit de la mesure de cet ensemble par 
une limite supérieure de la valeur absolue de la fonction dans le domaine 
total considéré. Cette définition ne peut donc conduire a aucune contra- 
ee arriver par une autre voie a la définition de Vintégrale d'pate 
fonction bornée dans un domaine D non élémentaire; il suffit de rem- 
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placer les polynomes par d’autres polynomes asymptotiquement équiva- 
lents aux premiers dans D et asymptotiquement équivalents a zéro dans le 
complémentaire de D, par rapport 4 un domaine parallélépipédique A 
contenant D. : 

Etant donnés des polynomes P, et un domaine D, on détermine aisé- 
ment des polynomes U, différant aussi peu’ qu’on veut des P, dans D et 
différant aussi peu qu’on veut de zéro dans Ja portion de A qui n’appar- 
tient pas a D (les régions dans lesquelles ces inégalités me seraient pas 
vérifiées ayant des mesures inférieures a des nombres €, tendant vers zéro 
avec 7). 

En résumé, dans le cas d’une variable, toute fonction bornée définis— 
sable f(a) est asymptotiquement équivalente a une suite de poly- 
nomes P,(z), suite qui est évidemment asymptotiquement convergente ; 
par définition, l’intégrale indéfinie de f(x) est la fonction continue définie 
par la suite uniformément convergente des Q,(x), intégrales des P,(2). 
On passe immédiatement de l’intégrale indéfinie 4 lintégrale définie dans 
un domaine simple, puis dans un domaine quelconque au moyen du second 
théoréme fondamental. 

La méthode des approximations successives permet de ramener au 
calcul d’intégrales définies le calcul des solutions des équations différen- 
tielles, des équations intégrales et intégro-différentielles; si ces opéra- 
tions renferment des fonctions bornées bien définies quelconques, on 
pourra les remplacer par une suite asymptotiquement équivalente de 
polynomes, c’est-a-dire, lorsqu’on aura fixé une limite de l’approxima- 
tion qu’on désire obtenir, effectuer seulement les calculs sur des poly- 
nomes (1). 


Itt. — Les propriétés de l’intégrale des fonctions bornées. 
Ul 
Il est manifeste que Vintégrale des fonctions bornées, telle que nous 


lavons définie, posséde les propriétés les plus importantes de l’intégrale 


(') Dans Vintervalle qui s’est écoulé entre la rédaction de ce Mémoire et son 
impression (dans le Journal de M. Jordan, 1932) ont paru, dans les Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences, deux Notes sur l’intégration: Sur quelques points 
de la théorie des fonctions sommables par M. Frédéric Riesz (4 mars 1912) et 
Sur les proprietés des fonctions mesurables per M. N. Lusin. (17 juin 1912). On’ 
trouvera dans ces Notes des renseignements bibliographiques intéressants sur 
des travaux, antérieurs de MM. Weyl, F. Riesz, Egoroff et Lusin. Ce qui me 
parait distinguer le point de vue de ces auteurs de celui que j’ai adopté, c’est 
que la définition de ce que j’appelle la convergence asymptotique des suites 
de polynomes ne repose que sur la mesure des domaines algébriques (dans fe 
cas d’une variable, domaines formés d’un nombre /ini d‘intervalles). C’est 
cette conception nouvelle qui m’a permis d’exposer, d’une maniére qui me 
parait particuliérement simple, les déductions dont le principe se trouve dans 


mes premiers travaux sur la mesure et dans ima Note du ‘97 décembre 1903 
(voir plus haut p. 239). f 


LA THEORIE DE EA MESURE ET LA THEORIE DE L’INTEGRATION. 247 


des polynomes. Mais il en est une qu'elle ne peut évidemment posséder : 
Vintégrale f(a) ne peut définir la fonction intégrée g(a) qu’avec une 
précision limitée; car deux fonctions, qui ne différent qu’aux points d’un 
ensemble de mesure nulle, ont la méme intégrale (leur différence est 
asymptotiquemeut équivalente a une suite de polynomes, dont tous les 
termes sont identiquement nuls). 

On peut se proposer de rechercher la plus simple des fonctions qui 
admet comme intégrale f(2); cet énoncé a-t-il un sens? 

Si g(x) a pour intégrale f(x), on a, quels que soient 2, et 2», 


S(a2)— f(a) = eee 


x, 


La fonction g(x), la plus simple qui satisfasse 4 cette condition, est 
évidemment la fonction constante 


SF (%2)— f(x), 


L2— 2X, 


Je ‘n’insisterai pas sur Pétude des fonctions dérivées 4 laquelle on est 
ainsi. conduit, car je n’aurais rien a ajouter d’essentiel aux beaux résultats 
de M. Leberee: dont le principal me parait étre que la dérivée de f(x) 
existe, sauf en un ensemble de points de mesure nulle au plus; il semble 
donc nanirel de choisir pour g(x) cette dérivée aux points ou elle existe; 
sa définition aux autres points (pourvu qu’elle reste bornée) ne modifie 
pas la valeur de l’intégrale (1). 

La propriété fondamentale de l’intégrale est de définir ce qu’on peut 
appeler la valeur moyenne d’une fonction dans un domaine; il faut, pour 
‘cela, diviser la valeur de l’intégrale définie par la mesure du domaine. 
Cette valeur moyenne, lorsqu’on la connait seule et que le domaine est 
suffisamment petit, doit étre considérée comme la valeur probable de la 
fonction en un point quelconque, si lon n’a sur cette fonction aucun autre 
renseignement. On voit que la considération des intégrales définies prouve 
‘que, si les fonctions tant soit peu compliquées ne sont pas calculables, du 
moins leurs valeurs probables dans un intervalle si petit qu’il soit, mais 
fini, existent toujours et sont calculables. C’est la raison pour. laquelle on 
peut se borner a considérer les fonctions élémentaires calculables, tant 
qu’on n’a pas a’envisager I’influence spéciale de points de discontinuité ot 
la fonction devient infinie. C’est ce qu’on a fait généralement jusqu’ici dans 


(*) Je signale deux Notes fort intéressantes de M. Denjoy, ot ce jeune savant 
indique comment on peut résoudre d’une maniére complete le probléme inverse 
de la dérivation (intégration de toutes les fonctions dérivées) (C. R. Acad. Se., 
1* et 22 avril 1912). Je me. permets de signaler aussi la définition de la dérivée 
en moyenne, a laquelle j’ai été conduit par |’étude des fonctions qu’on rencontte 
dans la Mécanique statistique (C. R. Acad. Sc., 29. avril 1912). 
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les applications des mathématiques a la philosophie naturelle; méme dans 
les théories atomiques ow interviennent des discontinuités, ce sont les 
valeurs moyennes qui jouent un role essentiel. Mais il n’est pas certain 
qu’on ne sera pas conduit a faire intervenir plus explicitement la discon- 
tinuité dans l'étude des phénoménes; c’est ce qui justifie l'étude, que nous 
allons faire, du cas des fonctions non bornées. 


IV. — L’intégration des fonctions non bornées. 


Une fonction non bornée peut admettre des points d’infinitude (ou sa 
valeur est + 2% ou —~) et des points d’indétermination; si l’ensemble de 
ceg divers points n'était pas de mesure nulle, il est clair qu’on ne pourrait 
pas calculer l’intégrale de la fonction. Nous supposerons done cet ensemble 
de mesure nulle. La forction non bornée f(x) est done égale asymptoti— 
quement a la limite de fonctions bornées; i! suffit-de considérer une fonc- 
tion f, égale a f(x) si | f(7)| <n et A En sit | f(xv)|>2, ou si f(z) 
est infini ou indéterminé. Les fonctions fn(x) ont pour limite f(#), sauf 
aux points d’infinitude ou d’indétermination; chacune de ces fonctions - 
est bornée et bien définie, si f(a) est défini analytiquement; on peut donc 
remplacer f,(2) par un polynome P,(x), tel que l’ensemble des Pr(#) 
soit asymptotiquement équivalent a l’ensemble des f, (a), c’est-a-dire tende 
vers la limite f(a), en excluant un ensemble de mesure aussi petite qu’on 
veut. On peut définir l’intégrale de f(x) comme la limite de Vintégrale 
de P,(a), si cette limite existe; comme les P, ne sont pas bornés, nous ne 
Savons pas si cette limite exisle. Cette gk ab est ape a la défini- 
tion de M. Lebesgue. 

Nous allons en donner une autre, qui donnera le méme résultat quand 
elles s’appliqueront toutes deux, mais dont le champ d’application est plus 
étendu. Nous éviterons de considérer les séries divergentes (a somme infinie 
ou indéterminée); car on ne peut pas limiter l’étendue du domaine de 
divergence d’une telle série; par exemple, les séries 


VHRR LErE+IL+..., 


la a 


divergent partout, sauf pour 2 = 0. Nous préférons, pour ce motif, consi- 
dérer plutét des séries dont les termes sont eux-mémes des fonctions non 
bornées, ces séries étant généralement convergentes. 

On sait comment on définit, dans les éléments, l’intégrale d’une fonction 


non bornée, telle que f(x) = .; ou bien 


@w@—Cc 


f(a) == 
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on pose : 


b Fee c—6 ; b 
ef f(x) z= lim f fl2)de+lim f f(e)de. 


ae c+eé’ 


Liintégrale existe, par définition, lorsque les limites existent. J'ai pro- 
posé de remplacer cette définition par la suivante; on sait que si l’on 
pose 


hjexr—riy, a-1StiSai,. ara, xca= 8, 


on a, par définition, nm augmentant indéfiniment et Ics A; tendant vers 


zéro, : 
dp f(a)dx = lim SY hi f(E)- 


Lorsqu’il y a un point singulier c, on entourera ce point d’un intervalle 
a@’exclusion, c—e, c+’, et l'on supposera que les points de division 2; 
Sont tous extérieurs 4 cet intervalle. Si l’on a 


Bi-p~Cemece+e’'< rH, 
on posera 


hy= aj— (e+e) +e—€ — tp = Tj— Vj4— te — &, 


et l'on supposera £; compris entre 2;_, et c —6, ou entre c-+€' et 2;, mais 
non entre c —s ete+e’. 

Si la somme de Riemann, ainsi définie, tend vers une limite, quels que 
soient ¢ et e’ et si cette limite tend elle-méme vers une limite lorsque ¢ 
et e’tendent vers zéro, cette derniére limite est, par définition, l’inté- 
grale. 

Il est manifeste que cette modification de la définition est purement 
formelle, lorsqu'il n’y a qu'un nombre limité de points singuliers; il n’en 
est pas de mémie, si les points singuliers sont denses dans un inter- 
valle; il faut d’ailleurs supposer en ce cas, non seulement que chaque 
intervalle d’exclusion tend vers zéro, mais que leur somme tend aussi 
vers zéro. On est ainsi conduit a la définition suivante (qui s’étendrait 
sans changement au cas des intégrales multiples, mais qui, en ce cas, 
parait moins utile) : 

Soit f(x) une fonction non bornée, non intégrable au sens de Riemann ; 
supposons qu’on puisse déterminér dans le champ d’intégration une infinité 
énumérable de points Ay, Ag, --., An, ... ayant la propriété suivante : 
~ si ’on entoure le point A, d'un intervalle d’exclusion B,C,, tel que la 
série 2B,C, soit convergente et de somme e, les sommes de Riemann 
généralisées tendent vers une limite, quels que soient les intervalles, et 
cette limite tend elle-méme vers une limite, lorsque ¢ tend vers zéro; cette 
derniére limite est, par définition, l’intégrale, au sens de Riemann, géné- 
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ralisée, Les sommes de Riemana généralisées sont les sommes 


thy f (Ei), ‘ 

dans lesquelles on suppose : 

1° Que les points de division 2; n’appartiennent pas aux intervalles 
d’exclusion; 

a° Que A, est égal a vy— 73-4, di wisn, s'il y a liew, de Ja longueur des 
intervalles d’exclusion; 

3° Que & est situé entre z;-, et 2}; mais n’appartient pas non plus aux 
intervalles d’exchusion. 


On étudie la limite de ces sommes de Riemann dans Phypothése que 
les hy tendent vers zéro et l’on fait tendre ensuite vers zéro les intervalles 
d’exclusion. 


V:.— Comparaison.avec l’intégrale de M. Lebesgue. 


Il est aisé de voir que, dans le cas des intégrales multiples, la nouvelle 
définition est équivalente a-celle de M. Lebesgue; on sait, an effet, que / 
Vintégrale multiple d’une fonction ne peut converger que si lintégrale de 
la valeur absolue converge; et, dans une somme absolument convergente, 
Yordre des termes est indifférent. 

‘Au contraire, dans le cas des intégrales simples, Pintégrale, au sens de 
M. Lebesgue, ne peut exister que si l’intégrale de la valeur absolue 
existe, tandis qu’il n’en est pas de méme pour J’intégrale au sens de 
Riemann. Ceci tient, on le sait, a ce que la définition de Riemann 
conduit'a une série dont la convergence peut étre assurée par l’alter- 


: oo. SIN Dae as 
nance des signes. Tel est le cas pour la fonction 7 Vinfini ou pour la 


ee fare 
fonction —sin— pour x =o. 
= 2 


fl est clair que la propriété d’étre intégrable au sens de M. Lebesgue, 
c’est-a-dire d’avoir une valeur absolue intégrable, étant une propriété plus 
restrictive, est, par cela méme, plus commode a utiliser dans certaines 
applications, de méme que les séries absolument convergentes sont plus 
aisées & manier que les séries auaplement convergentes. Mais ce n’est 
peut-étre pas une raison pour qu’on néglige complétement l'étude des 
intégrales ou des séries qui ne convergent pas absolument. 

Si deux fonctions sont intégrables au sens de Riemann généralisé, et si 
leur somme est intégrable, l'intégrale de ta somme est égale 4 la somme 
des intégrales. Mais la somme peut ne pas étre intégrable avec notre 
définition, parce que les intervalles d’exclusion de lune des fonctions 
peuvent étre, dans des cas particuliers, choisis. précisément de maniére 
a rendre divergente l’intégrale de l'autre fonction. On peut convenir 
d’étendre la définition et de dire que : si une fonction n’est pas intégrable 
d’aprés la définition du paragraphe précédent, mais peut étre décomposée 
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en la somme de deux fonctions intégrables d’aprés cette définition, son 
intégrale est, par définition, la somme des intégrales de ces fonghions: 
Pour que cette nouvelle extension de la notion dintégrale de Riemann 
généralisée ne soit pas contradictoire, il faut faire voir qu'elle ne peut pas 
conduire a attribuer deux valeurs didceontes a Pintégrale d’une méme 
' fonction. Or, c’est ce qui est aisé de démontrer. Soit 


S=fit fr= t+ 823 


par hypothése, les intégrales riemanniennes généralisées de f, et de fe 
existent, et aussi celles de g; et de g3. Il s’agit de prouver qu’on a 


[rar ffrae=fevder f gy ae 


Désignons respectivement par (A,), (A2), (Bi), (Bg) les ensembles de 
points singuliers qui interviennent dans les définitions des intégrales de /;, 
fe, &1, &2- Par définition, 4 tout nombre ¢ correspondent des nombres §,, 
£2,.%1, M2, tels que si l’étendue des intervalles d’exclusion correspondant 
aux (A,) est inférieure a ¢,,la limite des sommes riemanniennes correspon— 


dantes différe de moins de « de I’intégrale fn dz : mais, si l'on excluait, 


dans le calcul de cette intégrale, des interyalles arbitraires correspondant 
aux (A;), (B,), (Bz), on ne sait pas si la convergence subsisterait. 
Ce qu’il suffit de faire voir, c’est qu'il est possible de changer infiniment 
peu la valeur de cette intégrale par un chotz particulier des intervalles 
d’exclusion (B,), ce choix particulier étant assujetti seulement a avoir 
une étendue inférieure 4 7;. Or, cela est évident, car lintégrale rieman- 
nienne généralisée d’une fonction /; posséde évidemment la propriété 


fondamentale 
a . 
y ef fde+ fi Si dz, 
a a c 


chacune des intégrales du second membre existant si celle du premier 
menibre existe. Les intégrales de /; dans l’intérieur de chacun des inter— 
valles d’exclusion (B,) existent donc, et l’on peut prendre chacun de ces 
intervalles assez petit pour que la valeur correspondante de l’intégrale soit 
aussi petite qu’on veut. 

Il est donc possible de faire un choiz particulier des intervalles 
d’exclusion (A;), (Az), (Bi), (Bz), tels que chacune des intégrales soit 
calculée, 4 moins de 2¢ prés, lorsqu’on exclut tous ces intervalles; il en 


résulte que 
J Adar ffide—f grax f grade 


différe de moins de 8¢ de Ja méme expression, ot les intégrales seraient 
étendues seulement au domaine qui subsiste lorsqu’on enléve tous les 
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intervalles d’exclusion; or, cette expression est alors égalé a. 


[ Atte 61-81) dz =o. 


L’égalité 4 démontrer est donc vérifiée a 8e prés; elle est dont rigou- ‘ 
reusement établie. : ; 
Comme exemple de fonctions /, et fo, telles que leur somme ne 
soit pas directement intégrable alors que chacune d’elles l’est, on peut 

prendre 


) Goer to7 
Se 


eke Ss V2 = eres 0 


Si lon désirait considérer une infinité de fonctions non bornées telles 
que, non sevlement la somme, mais les produits deux a deux de deux 
fonctions quelconques de l’ensemble appartiennent a l’ensemble, il faudrait 
partir d’un nombre fini (ou infini) de fonctions telles que chacune soit 
intégrable ainsi que toutes ses puissances. Tel est le cas des fonctions telles 


que la suivante : 
Yet log 


On est naturellement conduit par ce qui précéde 4 étudier les séries” 
généralement convergentes de fonctions non bornées, e’est-a-dire les séries 
qui convergent presque partout, les portions exclues étant les points sin- 
guliers et un certain entourage asymptotique de ces points. C’est en réalité 
cette étude qui m’avait conduit 4 considérer, pour Ja premiére fois, des 
ensembles de mesure nulle et a utiliser leurs principales propriétés, étude 
d’ou j’ai déduit ensuite la définition précise de la mesure. Observons a ce 
sujet que, si l’on suppose que l’ensemble des points de divergence soit de 
mesure nulie, le troisiéme théoréme fondamental subsiste, avec cette diffé— 
rence toutefois que, lorsque « tend vers o, les polynomes P, ne sont “pas 
bornés dans leur ensemble. 

On n’est donc pas assuré de Vexistence de Vintégrale ; il faut effective- 
ment que la fonction ne croisse pas trop vite dans le voisinage des points 
singuliers. La convergence est assurée, si l’ordre des points singuliers est 
inférieur a un nombre fixe inférieur 4 1; elle peut étre réalisée aussi dans 
certains cas ott cet ordre ést asymptotique 4 Vunité (par valeurs infé- 
rieures ), par exemple, pour la fonction 


ee 
‘ere 


I 
CL — fe 
n 
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CHAPITRE III. 
Le caleul effectif des intégrales. 


I. — Le caleul par la dé finition. 


Pour qu'une intégrale puisse étre effectivement calculée par les méthodes 
précédentes, il est évidemment nécessaire et suffisant que l’ensemble des 
- points ot la fonction a intégrer n’est pas calculable soit de mesure nulle. 
Ceci pourrait sembler impossible, si l’on considére qu’une fonction ne peut 
étre calculable que pour les valeurs calculables des variables et que I’en- 
semble de ces valeurs est de mesure nulle; mais l’on peut regarder une 
fonction comme calculable pour certaines valeurs non calculables des 
variables, si l’on sait que, pour ces valeurs, la fonction coincide avec une 
fonction continue calculable. A ce point de vue, notre troisiéme théoréme 
fondamental apparait comme indispensable; sans ce théoréme (ou une 
proposition équivalente), il serait complétement dénué de sens de parler 
d’intégrale d'une fonction discontinue, car Jes opérations par lesquelles 
pourrait étre calculée cette intégrale seraient absolument inexécutables, 
non seulement au point de yue pratique, mais au point de vue théorique : 
je veux dire qu’on ne pourrait imaginer aucun moyen, si long fut-il, de les 
exécuter. 

Voici, en nous bornant a une variable pour simplifier l’écriture, comment 
se pose pratiquement le probléme. Une fonction f(x) est définie comme la 
limite de fonctions connues (ou du moins plus simples) f;(2), fo(x), ..., 
Sn (Z); «.,- Nous admettons qu’on sache calculer les intégrales de chacune 
de ces fonctions avec une approximation donnée. Le probléme de l’inté— 
gration de f(x) est immédiatement résolu dans le cas ot la suite f, (2) 
converge uniformément et ou l’on a la mesure de cette convérgence uni- 
forme. S’il n’en est pas ainsi, on devra tout d’abord chercher a obtenir 
une limitesupérieure M du module de f et des f,. On cherchera ensuite, 
au moyen de la démonstration méme du fait que f, tend vers une limite, 
4 déterminer un nombre ¢, supérieur en général a f —fn, et l’on dési- 
gnera par a, l’étendue du domaine ot S—SJn dépasse én; on aura alors 


i | fae — fl fade] <a reais —ay 


4 
> 


On aura une approximation déterminée en prenant 7-assez grand pour 
que €, et z, soient inférieurs 4 des nombres fixés, et en-calculaat l'intégrale 
de f, avec une approximation suffisante. 

On voit que le calcul sera le plus avantageux possible, si l’on sait s’ar- 
ranger pour que é, et 2, soient sensiblement du méme ordre de grandeur. 
Il est difficile de donner sur ce point des indications générales. Mais les 
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choses se simplifient beaucoup si l’on se borne a Ja considération d’une 
catégorie déterminée de fonctions, méme si cette catégorie est trés étendue. 
On pourrait- aisément reprendre 4 ce point de vue l’exposition donnée 
dans cette Note (voir plus haut Chap. J, § I). 


If. — L’emplot des probabilités dénombrables. 


Pour calculer certaines intégrales, il est plas commode d’utiliser la 
notion de probabilité. J’ai montré ailleurs (!) comment on peut évaluer la 
probabilité pour qu’un nombre z (compris entre o et 1) satisfasse 4 une 
condition déterminée, ce nombre x étant défini par une infinité dénom= 
brable de conditions simples, dont les probabilités respectives sont con- 
nwes. Cette théorie se superpose tout a fait a la théorie de la mesure; de 
méme, on pourrait développer une théorie de l’espérance mathématique 
dans les cas dénombrables qui se superposerait a Ja théorie de l’intégrale 
définie. Le premier cas revient 4 ne s’occuper que de l’intégration des fonc- 
tions prenant eulement les valeurs o et 1; le probléme de l’intégration de 
ces fonctions est identique au probléme de Ja mesure des ensembles. J’ai 
indiqué des exemples de calculs de ce genre dans Ia Note que je viens 
de citer. Je n’y reviendrai pas; je voudrais seulement signaler briévement 
une question qui me parait intéressante : est-il possinle de définir une 
fonction f(z) qui soit intégrable au moyen des probabilités dénombrables, 
sans pouvoir étre ramenée aux fonctions calculables? Tel serait le cas pour 
une fonction telle que, dans tout intervalle si petit qu’il soit, les valeurs o 
et 1 seraient également probables. Son intégrale entre les limites o et 1. 


serait alors évidemment égale a rt tandis que sa valeur, si l’on n’en savait 


rien de plus que ce que nous venons de dire, ne pourrait étre connue pour 
aucune valeur de la variable (et, en tous cas, quelle que soit sa définition, 
ne pourrait jamais étre connue pour toutes les valeurs, mais seulement au 
plus pour une infinité dénombrable de valeurs de la variable). 

Mais il ne semble pas qu’il soit possible d’arriver, au moyen des proba- 
bilités dénombrables, a la définition d'une telle fonction; on se trouve, en 
effet, soit dans le cas de convergence, soit daus le cas de divergence. et la 
probabilité limite (désignée par A. dans la Note citée) est égale, sui- 
vant le cas, 20 ow 4 l’unité, sans avoir jamais ume valeur intermédiaire. [] 
faudrait donc tout au moins compliquer notablement les définitions de 
cette Note et arriver 4 définir des probabilités successives dépendant les 
unes des autres suivant une loi suffisamment compliquée pour que !’on soit 
4 la fois dans le cas de convergence et dans le cas de divergence. Mais 
cela ne parait pas aisé. 

Ce résultat peut paraitre contradictoire avec celui qu’a obtenu 
M. Lebesgue, qui est arrivé 4 « nommer » une fonction non défiaissable 


(1) Note V de cet Ouvrage. — Voir aussi Comptes rendus de l’ Académie 
des Sciences, t. CLIV, 29 avril 1912, p. 11250. 
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analyquement; mais if faut observer que la fonction de M. Lebesgue ne 
différe qu’aux points d’an ensemble de mesure nulle d’une fonction définis- 
sable analytiquement; elle est donc équivalente a une telle fonction au 
point de vue de l’intégration (1): 

La question peut étre posée sous une forme é¢quivalente, peut-étre plus 
saisissante : est-il possible, ou non. de définir avec propriété asympto- 
tique des nombres irrationnels, tels que cette propriété et son contraire 

- soient également probables? Par propriété asymptotique on entend, s'il 
s'agit, par exemple, de nombres décimaux, une propriété dont la définition 
ne dépend pas des n premiéres décimales, quel que soit x, c’est-a-dire 
reste la méme pour tous les nombres dans. leaquels ces n premiéres déci- 
males seules différent. On peut dire aussi qu'une propriété asymptotique 
est entiérement homogéne au continu, c’est-d-dire se présente sous la 
méme forme pour deux intervalles égaux se déduisant l'un de Pautre par 
une translation commensurable. Il me parait résulter, des considérations 
développées dans ce Mémoire et de la théorie des probabilités dénom- 
brables, que les seuls ensembles homogénes au continu sont les ensembles 
de mesure nulle; on ne peut obtenir des ensembles de mesure non nulle 
qu’en faisant intervenir explicitement certains intervalles, c’est-a-dire que 
les seuls ensembles de mesure non nulle qui puissent étre définis sont 
mesurables. 

Je ne me dissimule pas que fes raisons que j’invoque a l’appui de cette 
conclusion ne paraitront pas satisfaisantes 4 tous; il me semble néanmoins 
qu'elle s’impose 4 ceux qui considérent qu'une définition mathématique 
doit fournir quelque procédé de calcul. 


COMPLEMENT AUX NOTES V ET VI. 


_ Pendant Vimpression de cet Ouvrage, M. Hausdorff a publié dans les 
Mathematische Annalen (t. LXXV, p. 428) un résultat qui me parait 
confirmer diverses idées émises dans les Notes Y et VI. Voici comment 
On peut exposer ce résultat. 

Soit une sphére S, de surface égale 4 1; désignons par 9 une 


oh As Plage, , ; 5 2 
rotation de x autour d'un diamétre et par } une rotation de gt autour 


d’un autre diamétre faisant un angle 6 avec le premier. Considérons toutes 


_(*) Je laisse ici de cdté les objections qu’on peut faire a Vexistence de la 
fonction « nommée » par M. Lebesgue, qui a d’ailleurs insisté lui-méme sur la 
distinction entre nommer et définir une fonction; je serais volontiers plus 
catégorique que lui : partout ot devraient intervenir effectivement fous les 
nombres transfinis de seconde classe (el nom pas seulement ceux qui sont 
inférieurs & V’un d’eux fixé d’avance), on me paraft sortir du domaine des Mathé- 
matiques. [ Voir mon article sur La philosophie des Mathématiques et l’infini 
( Revue du mois, 10 aout 1912). — Ci-dessus, Note IV, § VII.] 

y (') Sur les relations entre ces considérations e¢ certaines theories de Phy- 
sique mathématique, voir ma Note: Sur les probabilités et les hypotheses de 
discontinuité (C. R. Acad, S., 5 janvier 1914). 
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les rotations R de la forme P™pdm@bso,..p™-apyn, les nombres 
m4, Mg, ..., Mpa étant 1 OU 2, mo et my Etant O,1 Ou 2. Ces rotations 
sont énumérables ; on peut choisir 0 de maniére qu’elles soient toutes dis- 
tinctes, car l’ensemble des valeurs de  vérifiant les équations obtenues 
en les égalant deux 4 deux est énumérable. L’angle § étant ainsi choisi, 
chacune de ces rotations laisse invariants deux points seulement; soient Q 
ensemble (énumérable) de ces points,’ P l’ensemble des autres points de 
la sphére; la mesure de P est 1. Soient 2 un point de P, X l’ensemble des 
points qui se déduisent de par les rotations R; l'ensemble X est énumé- 
rable. Les points de P sont ainsi répartis en une infinité (non énumérable) 
d’ensembles tels que X; DANS CHACUN DE CES ENSEMBLES X, CHOISISSONS UN 
point x; l'ensemble des points ainsi choisis forme un ensemble M. Nous 
allons répartir tous les points de P entre trois ensembles A,'B, C: 

_Considérons (1) les produits de M par les rotations R considérées plus 
haut, l’entier n étant positif ou nul; un tel produit sera rangé dans A si 
mn=O0, dans B si m,=1 et dans C si mn =2, avec toutefois l’exception 
suivante : les produits de la forme M (p}?)*, & étant un entier positif ou 
nul, seront rangés dans A, les produits M (o?)4o, dans B et les pro- 
duits M(g}?)4ov dans C, On voit aisément que tout point de P se trouve 
classé sans ambiguité dans l'un des ensembles A, B, C et que l’on a 


P=A+B+C, AUY=B, AW=C, Ag=B+C. + 


Si donc on désigne para, b,c les probabilités pour qu’un point de S 
appartienne a A, B, C et sil’on admet que la probabilité pour qu'un point 
appartenant a un ensemble E ne change pas par une rotation autour d’un 
diamétre (c’est ce que M. Lebesgue exprime en disant que deux ensembles 
congruents ont méme mesure), on a les. égalités contradictoires : 


a+b+c=1, Giada), Qa=ICs a=b-+c¢. 


La contradiction a son origine dans l’application (écrite en capitales 
plus haut) de l’axiome du choix de M. Zermelo. L’ensemble A est homo- 
géne sur la sphére; mais il en est a la fois la moitié et le tiers ; on recouvre 
la surface S (a l’exclusion de l’ensemble énumérable Q) avec l’ensemble A et 
ceux que l’on en déduit, soit par la seule rotation ¢, soit par les deux rota- 
tions | et Y?. Le paradoxe vient de-ce que A n’est pas dé fini, au sens 
logique et précis du mot défini. Si l’on fait fi de la précision et de re 
logique, on est conduit a des contradictions. 


(*) Je moditie ici l’exposition de M. Hausdorff afin de donner explicitement 
les ensembles A, B, C. Cela permet de généraliser, en prenant la rotation 
incommensurable avec =. Les entiérs m,, my, m., ..., m,, sont alors pesitifs ou 
négatifs (m, et m, pouvant étre nuls); on classe MR dans A, sim, =k, avec 
l'exception suivante : les ensembles M(ov)" od!+* sont dans A, et non dans Ae 

+ © 
On a alors A, > =) Ay; ALY = A Poe 

+1 


NOTE VIL ogee 


«POUR BT CONTAR LA LoGIOUE EMPInIOUE (1). 


Ll. — Logique formelle et logique empiriste (*). 


o 


_ 
: ¢ _- Dans un article précédent je me suis efforeé de montrer comment le débat 
 daujourd’hui sur Vemploi du principe du tiers exclu peut se rattacher a 
 d’autres débats plus anciens et pourquoi il en constitue, en somme, Vissue 
Py fatale. Faisons abstraction du cété historique de la question pour insister 
ur son aspect logique. Pénétrons dans Je vif du sujet en traitant un exemple 


, 


e 4 ¢ - . * on ” ” - 
Disons qu'un nombre « est algébrique, s’il est possible de déterminer une 
_ éqguation algébrique 4 coefficients entiers 


- 


Wg 0, 2 + On 2? +-.,.4--4, £2" =0 
dont il soit racine. : : 
Disons que le nombre x est transcendant si lV hypothése de son algébricité 
; qu yp g 
_peut ttre réduite 4 Vabsurde. 


- Ceci tant, le nombre r = 2? est-il nécessairement soit algébrique, soit a + 
fe 

%, 

= 


os  transcendant ? Cette alternative n’est-elle pas sujette 4 caution ? Elle n’est 
spas tranchée, que je sache; est-elle bien légitime ? 
si n’est pas exclu que Yon ne puisse jamais démontrer que le nombre r be 


st algébrique ou bien éncore qu’il est transcendant. Il faut envisager la cir- 


 eonstance suivante : ‘ aft 


‘ Eventualité E : Il n’existe aucune démonstration permettant d’établir la a 


transcendance ou bien encore Valgébricité du nombre r. . 
| Cette éventualité ne peut étre écartée d’un revers de main et la proposi- : 
tion — Je nombre r est algébrique — pourrait n’étre ni démontrable ni réduc- oe 
_ tible 4 Vabsurde.- 

ten ae 
> ee s 
(4) Ii m’a paru intéressant de réunir ici des discussions auxquelles ont : 


? 7 - donné Siew récemment Jes théories de M. Brouwer sur la logique empiriste. 
is Se remercie MM. Bi. Wavre, Paul Lévy, M. Barzin et A. Errera de m’ayoir : 
autorisé 4 reproduire leurs intéressants articles sur ce sujet. 


(*) Revue de MAaphysique a& de Morale, janvier 1926. 
LB. i a 
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Devant un probléme irrésolu on a bien le droit, je pense, de se demander 
si le probléme est résoluble; et A moins d’admettre par principe que tout 
probléme mathématique bien posé est résoluble, il faut envisager l’insolu- 
bilité de certaines questions. Ainsi le probléme que pose le nombre r n’étant 
pas résolu, on est en droit de se demander si l’éventualité E n’est pas réalisée- 

Il suffit done de fournir l’exemple d’un nombre dont on ne sache s'il est 
algébrique ou transcendant pour fournir en méme temps l’exemple d’un 
nombre qui, jusqu’a plus ample information, pourrait n’étre ni l’un ni l’autre- 
Mais, d’autre part, il serait vain, me semble-t-il, de vouloir définir un nombre 
qui ne soit ni algébrique ni transcendant, car la seule maniére de prouver qwil 
nest pas algébrique consistant A prouver qu’il serait absurde quil le fut, 
ce nombre serait transcendant. 

En d’autres termes, il me semble impossible de définir un nombre donnant 
leu a Véventualité E, mais il n'est pas exclu que cette éventualité se présente 
sans que nous lt sachions. Il est aussi chimérique de vouloir la réaliser pour 
un nombre particulier que de vouloir Vécarter a priori pour tout nombre. 
Et la question — l’éventualité E se .présente-t-elle ? — est de celles que les 
mathématiciens renyoient aux philosophes. Et, cependant, le mathématicien 
qui veut affirmer qu’un nombre, quel quwil soit, est toujours algébrique ou 
transcendant, doit en avoir le cceur net; il doit prendre position. 

Ici se manifeste une divergence de vue, les deux personnages dont parlait 
Paul Du Bois Reymond rentrent en scéne. 

Celui qui ne tient pour vrai que ce qui est effectivement démontrable, 
et pour absurde que ce qui se laisse effectivement réduire a une contradiction 
— lempiriste, en un mot — pourra douter que tout nombre doive étre algé- 
brique ou transcendant, et il pourra fort bien proclamer : la proposition 
— le nombre r est algébrique — pourrait n’étre ni vraie ni absurde. 

Celui qui identifie le vrai avee le non contradictoire — Vidéaliste ou le 
formaliste, ce dernier terme convient mieux ici, — proclamera algébrique, 
tous les nombres dont on est assuré de ne pouvoir démontrer Ja transcendance 
et, en effet, une proposition dont on ne peut par hypothése démontrer l’absur- 
dité peut toujours étre formellement: tenue pour vraie. 

Enfin le formaliste ay sans aller jusque-la, dit, avec Poincaré : « Le mot 
exister ne peut avoir qu'un sens, il signifie exempt de contradiction » procla- 
mera algébrique tout nombre prouvé non transcendant. 

Ce faisant, le formaliste n’hésite pas a proclamer un nombre algébrique, 
ou a affirmer l’existence d’une équation, sans étre assuré de pouvoir trouver 
Péquation elle-méme dont le nombre serait racine. Ce nombre ne serait que 
formelement, idéalement algébrique; il ne le serait qu’en transformant tant 
soit peu le sens de la définition du début. Et, en effet, le formaliste pose cette 
définition d’une autre maniére, il dit : 

« Un nombre est algébrique sil existe une équation algébrique a coeffi- 
cients entiers dont il soit racine, transcendant s’il n’en existe aucune. » 

Mais cette définition formaliste cache sous son aspect formel toute la diffi- 
culté, puisque la seule maniére de mettre tout le monde d’accord consiste- 
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rait & prouver qu’il existe une équation, en la trouvant, et qu'il n’en existe 
aucune, en démontrant qu'il serait effectivement absurde qu’il en existat 
une. L’empiriste exige, en effet, que l’on explicite le sens concret des propo- 
sitions purement existentielles, telles que « il existe » ou « il n’existe pas ». 
C'est ce point que nous avons approfondi dans l’article rappelé. 

La seconde définition n’est qu’un maquillage; son aspect formel laisse 
croire que l’alternative s’impose a priori, et nous venons de voir que, sur le 
plan mathématique, elle pourrait, dans l’éventualité E, ne pas s’imposer. 
L’un des personnages admet la légitimité de l’alternative formelle purement 
existentielle « il existe » ou «il n’existe pas » et applique a la lettre les prin- 
cipes de la logique classique; l’autre cherche 4 pénétrer le sens concret de 
Palternative et il estime que, pour étre plus logique encore, il est prudent 
de ne pas se laisser illusionner par le caractére formel des principes de la 
logique; il ne les applique qu’a bon escient. Nous sommes sur le chemin 
dun aphorisme en disant qu’il ne faut employer la logique formelle qu’avec 
précaution. Eh bien! Tout objet serait-il éclairé, parce que nous projetons 
deux lumiéres distinctes ? 

Une alternative n’est légitime que si l’on est assuré de pouvoir la trancher 
dans tous les cas particuliers. Or, la trancher signifie prouver directement la 
vérité de l’une de ses parties et non prouver !’absurdité de l’une pour conclure 
ala vérité de l’autre, ce qui présupposerait l’alternative légitime. Mais si 
Valternative n’est légitime qu’une fois tranchée par une démonstration ou 
elle n’entre pas, alors pratiquement elle est inutile et l’on ne retiendra qu’une 
de ses parties. Ainsi l’emploi du mot « ou » dans une proposition générale 
n’est licite que si l’on est assuré de pouvoir s’en passer dans tous les cas 
particuliers. L’empirisme implique done un maniement trés précautionneux 
des propositions générales. 

(C’est ainsi qu'il faudrait douter, par exemple, du principe de Bolzano- 
Weierstrass : — Si une infinité de points sont répartis sur un intervalle 
fermé de longueur finie, il existe toujours un point-limite sur l’intervalle, — 
principe qui est fondamental dans l’analyse. L’empirisme, en effet, prescrit 
la construction d’un tel point-limite. Le principe de Bolzano-Weierstrass, 
fondé par ailleurs sur l’alternative : fini ou infini, n’en serait pas moins une 
incitation a extraire pratiquement, dans chaque cas particulier, de l’infinité 
des points, une suite convergente. Et alors, dans chacun des cas ot le prin- 
cipe de cette extraction aura pu étre formulé explicitement, l’existence du 
point-limite sera établie. 

L’intransigeance de l’empiriste s’accentue et, par exemple, s’il doutait, 
il y a 20 ans, que le continu put étre bien ordonné, il doute aujourd’hui qu'il 
puisse étre tout simplement ordonné. 


Faut-il aller plus loin et voir dans cette attitude empiriste une tentative 
d’affranchissement a l’égard des régles formelles de la logique ? Le principe 
du tiers exclu aurait-il un caractére trop scolastique ? 

Qui voudrait tenter de s’affranchir des principes de la logique formelle 
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devrait employer une langue toute spéciale, nos langues modernes sont toutes 
imprégnées de logique traditionnelle. 

La mathématique serait-elle cette langue, pourrait-elle briser ce cadre ? 
En fait, l’intuition ne s’en embarrasse guére, et les principes de la logique 
formelle ne sont pas d’un trés grand secours dans |’invention mathématique. 

Ce n’est pas que ces principes soient, comme on le dit quelquefois, les con- 
ditions de toute pensée viable; ils sont plutét des principes de délimitation 

‘ précise, mais toute formelle des pensées. 

Quel est done leur véritable réle ? 

Le principe de contradiction et celui du tiers exclu sont comme les ciseaux 
parfaitement aiguisés qui permettent de détacher formellement A de non A. 
Intimement liés a l’emploi de la négation, ils le réglementent et se placent, 
a ce titre, au premier rang des régles de syntaxe. Et quand on veut écrire, 
il vaut mieux les respecter. Ainsi on ne peut affirmer A et non A, il faut affir- 
mer A ou non A. Cela est fort bon, mais l’emploi de la négative une fois 
réglementé, toute la science reste a faire. Et ]’on peut se demander si la vérité 
démontrable et l’absurdité démontrable sont bien dans le rapport de A et de 
non A. Non, nous l’avons vu, il faut en faire quelque chose comme Pierre et 
Paul, ou mieux A et B, ces deux termes étant entre eux dans une relation 
logique toute spéciale. 

Distinguons la logique formelle, logique de la négation ou encore du vrai et 
du faux, dans laquelle l’alternative s’impose entre le vrai et le faux, et la 
lagique mathématique empiriste du vrai et de Vabsurde, dans laquelle l’alter- 
native entre le vrai et l’absurde ne s’imposerait plus; vrai signifiant l’effec- 
tivement démontrable et absurde, ce qui peut étre effectivement réduit a 
une contradiction, la contradiction étant prise dans le sens formel. L’absurde 
implique le faux, mais le faux n’implique pas. toujours l’absurde. 

Ainsi, la logique mathématique empiriste ne serait qu’une logique appliquée 
ayant ses principes propres. 

Mais peut-on songer a formuler des principes généraux de logique appliquée? 
Ne sont-ils pas aussi nombreux que les applications elles-mémes ? Et ne 
sont-ils pas a la merei de quelques nouvelles difficultés mathématiques, de 
quelque subtilité qui contraindrait a révoquer les principes qui nous paraissent 
les plus irrévocables ? Ceci n’est donc qu’une suggestion. Rappelons quelques 
axiomes de la logique classique; formulons quelques principes de la logique 
du vrai et de l’absurde, dans le but de faire apparaitre la différence. Adres- 
sons-nous au calcul des propositions, puisque c’est précisément la vérité et 
Vabsurdité des propositions qui nous préoccupent, 


LES PRINCIPES SEMBLABLES, 
Les notions. de proposition et d’implication sont prises comme. notions 


premiéres. Soient A et B deux propositions. A implique B s’écrira A — B, et 
s’interprétera : si A est vraie, B est vraie. 
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Nous dirons que deux propositions sont équivalentes si clles s’impliquent 
mutuellement. 


1. Principe du syllogisme. — Si une proposition en implique une autre, 
qui en implique a son tour une troisiéme, la premiére implique la troisiéme. 


2. Principe de la déduction. — Si une proposition est vraie, et si elle en 
implique une autre, celle-ci peut étre affirmée vraie isolément. 


3. Principe de la contradiction. — Enoncé formel : Une proposition ne peut 
étre vraie et fausse. ; 
Enoncé empiriste : Une proposition ne peut étre vraie et absurde. 


4. Principe de Vimplication du faux et de Vimplication de Vabsurde. — 
Enoncé formel : Ce qui implique le faux est faux. 


Enoncé empiriste : Ce qui implique l’absurde est absurde. 


LES PRINCIPES DISSEMBLABLES. 


5. Principe du tiers exclu. — Enoncé formel : Une proposition ne peut étre. 
que vraie ou fausse. 
— Le principe n’a pas d’équivalent en logique empiriste. 


6. Principe du prédicat de fausseté et du prédicat d’absurdité. — Enoncé 
formel ; La fausseté de la fausseté d’une proposition équivaut a la yérité 
de cette proposition. 

Enoncé empiriste : La vérité d’une proposition implique l’absurdité de 
Vabsurdité de cette proposition. 

Pour bien marquer la différence, explicitons trois principes que l’on rejette 
en logique empiriste, et qui seraient traduits dans le langage du vrai et du 
faux, conséquences des énoncés formels 5 et 6. 


x. Une proposition est vraie ou absurde. 

6. L’absurdité de l’absurdité d’une proposition implique la vérité de cette 
proposition, ; 

y. Une proposition est absurde ou bien il est absurde qu’elle soit absurde. 


M. Brouwer rejette bien les principes a, @ et , mais il n’énumére pas les 
principes qu’il admet. 

Cette tache, d’ailleurs, ne lui incombe pas, et voici pourquoi : 

-Les principes de logique ne sont pour lui que des propriétés du langage 
mathématique. Ce langage est une actiyité matérielle amathématique, ser- 
vant A communiquer ou a registrer quelque épisode de l’activité mentale 
averbale qu’est la pensée mathématique. 

Il présente toutes les défectuosités des langages servant 4 communiquer 
ou a registrer un domaine quelconque de la pensée humaine. 

Les principes de logique, propriétés du langage, constituent done pour 
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M. Brouwer non un phénoméne mathématique, mais un phénoméne ethno- 
graphique. 

Ce point de vue, s’il était partagé un jour par les mathématiciens, créerait 

“une véritable révolution philosophique. 

Pour ma part, je ne puis l’adopter intégralement, et ce n’est qu’en pous- 
sant l’empirisme du premier des personnages de Du Bois Reymond jusqu’a 
ses conséquences inévitables, que je puis douter, avec et aprés M. Brouwer, 
de la légitimité des énoncés a, 8, ¥. 

Comparons quelques conséquences des principes posés plus haut. 


POINT DE VUE FORMEL, 


Si A présente la vérité d’une proposition, A représentera sa fausseté._ 
Et l’on peut faire de A une nouvelle proposition qui sera la négative; ou 
siunplement la négation de A, non A. Sous cet aspect, le principe 6 n’est autre 
que celui de la double négation. Deux négations équivalent a une affirmation 


A équivaut 4 A. Ainsi ’adjonction répétée d’un trait ne peut fournir que les 
deux propositions A et A. ; 

Le principe 4 peut s’interpréter ainsi : Si A implique B, la fausseté de B. 
implique la fausseté de A, et s’écrire : 


(a) CNB) 6B SA 


Sous cette forme on pourrait l’appeler principe de contraposition. On en 
déduit : 


(B+ 4K) (AB), 
de sorte que 


(b) (Bo AES CAS BS: 


Cette derniére relation est le schéme des démonstrations par l’absurde 
A étant supposée vraie, on établit que la fausseté de B entrainerait la faus- 
seté de A, ce qu'il faut rejeter, et alors B, qui ne peut étre fausse, est vraie. 


Les relations (a) et (b) montrent que les deuximplications: A—> B et B-> A, 
sont équivalentes. 


POINT DE VUE EMPIRISTE. 


1 
Si A représente la vérité d’une proposition, A représentera son absurdité, 


2 3 
A V’absurdité de son absurdité ou absurdité seconde, A l’absurdité de son 
absurdité seconde ou absurdité troisiéme. 


2 
Le principe 6 s’exprime A —> A, tandis que le principe 3, que nous rejetons, 


2 
s’écrirait A —> A. 


Pa 


POUR ET CONTRE LA LOGIQUE EMPIRIQUE. 263 


Le principe 4 peut s’interpréter ainsi : Si A implique B, l’absurdité de B 
implique l’absurdité de A et s’écrire : 


, 1 \ 
(c) (A> B)> (B-> A). 
On pourrait encore l’appeler : principe de contraposition. 


3 
Or, de la relation A —> A, principe 6, on déduit par contraposition : 


(aA) > (A A), 


et Vimplication A —> A peut étre posée vraie on en vertu du rere 


de la déduction. Mais, d’autre part le principe 6 appliqué a la proposition ie 
1 

s’écrit A> A. L’absurdité troisiéme équivaut a l’absurdité premiére. Ce 

résultat fut exposé en 1923 par M. Brouwer. Il n’y a done que deux propo- 


oe id Von puisse obtenir par répétition du prédicat d’absurdité, ce 
sont A et we avec A cela fait trois propositions pe eS Pomanquons en 
passant que rien ne nous assure que l’une des trois A, A ou me doive étre 
vraie. 

Et voici une conséquence immédiate de ce qui précéde. 

La démonstration par Vabsurde n’est plus valable en général; il ne faut 
pas s’en étonner puisqu’elle consisterait a inférer la vérité de l’absurdité 
seconde, inférence 3, qui est rejetée. Examinons-la tout de méme; je vais 
faire voir qu’elle reste valable dans un cas particulier. 

Le principe de contraposition permet d’écrire : 


Bee A) yer ne 


i 
alors supposons que |’implication B ae A soit établie, en vertu du principe 


de la déduction, on peut done poser A a B isolément, mais A — A en vertu 


du principe 6, alors le principe du syllogisme permet d’écrire A —> B, de sorte 
que 


(d) (BAD Ga oe): 


mais on ne peut plus, comme dans la logique formelle, parvenir a la relation 
symbolique de la démonstration par l’absurde 


fe} Riek S (ASS BY, 


le principe B —> B nous faisant défaut. 


La démonstration par l’absurde n’est donc plus valable et les deux impli- 
2 


l 
cations A > B et B — A ne sont pas équivalentes. 
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Mais supposons que la prepares B ues elle- up age Vabsurdité de 
2 
quelque autre proposition B= C. Alors B= G mais C —> G de sorte que, 
dans ce cas, B—> B et l'on passera sans peine par les principes 1 et 2 de la 
relation (d) ala relation (e). En mettant en évidence la proposition C dans la 
eo 


relation (e), celle-ci s écrit : 


(654) 6) 


et c’est bien une forme Pee de la Benen st ice par l’absurde. 


» 


Les deux implications A —> C et C> A sont d’ailleurs équivalentes. 

La démonstration par l’absurde est donc valable si la proposition que l’on 
veut établir exprime l’absurdité de quelque autre proposition. En d’autres 
termes : 

On peut prouver l’absurdité d’une proposition par une démonstration 
par Vabsurde. 

Il est curieux de constater que, si l’on a le droit de faire de Pabsurdité 
@une proposition une nouvelle proposition, l’inverse n’est pas vrai, en ce 
sens qu’on ne peut faire de toute proposition l’absurdité de quelque autre. 

Dans.la logique formelle, au contraire, une proposition queleonque équi- 
valait toujours a la négation de sa négative. 

Les propositions qui représentent l’absurdité de: quelque autre proposi- 
tion ont une signification purement logique que n’a pas une proposition 
quelconque. 

Ainsi, dans notre exemple du début, |’affirmation — le nombre @ est See 
brique, — proposition traduisible par une équation effectivement construite 
a une autre signification\que Vaffirmation —- le nombre # est transcendant, — 
proposition purement logique qui signifie qu’une telle équation serait absurde. 

Les démonstrations par l’absurde ne nous apprenaient, en somme, ni le 
pourquoi ni le comment; elles répondaient comme Je sphinx : oui, ou bien : 
non; qu’elles ne soient plus valables en logique empiriste, ot l’on exige le 
comment, il ne faut pas s’en étonner. 


Voici un exemple donné par M. Brouwer; nous l’ayons placé a la fin de_ 
cette étude a cause de son caractére technique. 
Disons qu’un nombre g est rationnel si l’on peut déterminer deux entiers p 


: Dakin ese aa a : ay 
et q tels qu’on ait g = P et irrationnel si 1 hypothése de sa rationalité peut 


étre réduite a l’absurde. 

Définissons ensuite un nombre r de la maniére suivante : soit d, le 
yi’ chiffre, aprés la virgule, du développemert décimal dunombre z. Si, en par- 
courant ce développement, les 10 décimales consécutives dj, dj, +1, am+ 9 


1 


forment la suite 0, I, 2,..., 9 pour lay" fois, introduisons un nombre k, 
Ff a , j { ) k 
au moyen de l’égalité k, = m. Posons encore cy, = (5 ) ; pour v2k,, sans 


; 1\” eee cee oe SUE 
quoi ¢y = (—3) ; soit r la limite des nombres cy, ¢9, Cg, .... 
\ ped) 
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Et M. Brouwer d’ajouter : le nombre r n’est ni rationnel ni irrationnel. 

Cette affirmation arréte parfois ceux qui sont les mieux disposés a admettre — 
son point de vue. Car il est fort possible que l’on parvienne un jour a prouver 
Pexistence et 4 déterminer le nombre k, et alors r sera rationnel. Et M. Brouwer 
dirait, si je ne fais erreur, r est devenu rationnel; la notion d’un devenir 
mathématique apparait souvent dans ses écrits. Certes, on peut dire cela; 
mais remarquons que la question de savoir si un nombre était rationnel 
avant qu’on ait démontré qu'il Vest effectivement est aussi de celles qu'il 
faut renvoyer aux philosophes. 

Pour ma part, je dirais simplement : on ne sait sir est rationnel et l’on ne 
voit pas quil doive l’étre, quoiqu’il ne puisse étre irrationnel. Pour moi, 
M. Brouwer fournit l’exemple de l’éventualité d’un tertium, mais pas le 
tertium lui-méme, et il serait vain de chercher a faire plus. 

Cet exemple sert a plusieurs usages. En effet, comme le remarque |’éminent 
mathématicien hollandais : 

Le nombre r ne peut étre proclamé rationnel quoique son irrationalité 
soit absurde; on ne peut affirmer ni l’absurdité ni, d’autre part, l’absurdité 
de l’absurdité de existence du nombre ky; on ne peut dire ni que l’ensemble 
des nombres k est fini, ni d’autre part, qu'il est infini; on ne peut dire, enfin, 
ni que le nombre r soit supérieur a zéro, ni qu’il soit inférieur a zéro, ni qu’il 
soit égal a zéro. 

Et j’ajouterai : c'est parce qu’aucune de ces propositions particuliéres ne 
peut étre affirmée aujourd’hui, qu'il est douteux que l’une au moins doive 
étre vraie. 


Conclusion. — Le formalisme est a l’abri de la contradiction, me semble-t-il, 
et il serait fort regrettable qu’il fat abandonné. Mais peut-on faire du non 
contradictoire le vrai ? Comme le dit M. Brouwer, un homme peut étre cou- 
pable sans qu’un tribunal l’ait condamné. A-t-on le droit d’accorder méme 
valeur A l’existence idéale qu’a l’existence empiriste ? (principe qu’il faudrait 
rapprocher de celui de l’induction compléte). D’autre part, l’extréme pru- 
dence des empiristes me fait songer a la situation ou nous nous serions trouvés 
si nous avions renoncé a la notion du temps absolu, avant que l’expérience 
se soit prononcée, et méme plus, en étant convaincus qu’aucune expérience 
ne pourrait jamais nous obliger a reviser cette notion. 

; Rorin Wavre. 


II. — Sur le principe du tiers exclu et sur les théorémes 
non susceptibles de démonstration (‘). 


Un récent article de M, R. Wavre a attiré l’attention des lecteurs de cette 
Revue sur les travaux de M. Brouwer relatifs au principe du tiers exclu. 


(1) Revue de Métaphysique et de Morale, avril 1926. 
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L’objet. du présent article est, d’une part, de montrer qu'il y a, a propos de 
Vexemple de M. Brouwer cité a la fin de l'article de M. Wavre, un malentendu 
provenant des définitions employées; d’autre part, d’insister sur ce qui me 
parait le pomt essentiel du débat. 


4. Pour faire comprendre le malentendu en question, je m’expliquerai a 
propos d’un exemple particuliérement simple. Je suppose qu’on ait défini 
les mots pair et impair de la maniére suivante : Un nombre entier n (positif 
ou nul) est pair si l’on peut trouver un autre entier dont il soit le double; il 
est impair si m — 1 est pair. 3 

Ceci fait, je suppose que quelqu’un tienne le raisonnement suivant : « Le 
numéro gagnant au premier tirage du Crédit Foncier qui aura lieu en 1930 
est sans doute un entier bien déterminé; mais on ne le connait pas; on ne peut 
donc pas trouver un entier p tel qu’il soit égal 4 2 pou 2p +1; il n’est done 
ni pair ni impair. Sans doute deviendra-t-il un jour pair ou impair; mais on 
peut donner de méme des exemples d’entiers qui ne seront jamais ni pairs 
ni impairs; il suffit de les prendre dans un passé dont I’histoire ne pourra sans 
doute jamais étre reconstituée avec une précision suffisante. Par exemple, 
le nombre des personnes arrivées en Egypte sur le bateau de Cléopatre aprés 
la bataille d’Actium n’est et ne sera jamais ni pair ni impair, » 

Qui ne voit pas qu’il n’y a pas 1a autre chose qu’un malentendu provenant 
d’une définition mal exprimée ? Disons franchement qu’a notre avis il n’y 
a pas autre chose qu’un jeu de mots. \ 

Une définition des mots pair et impair qui ne donne pas lieu aux mémes 
difficultés peut étre exprimée de la maniére suivante : un nombre entier n 
est pair s'il existe un entier dont il soit le double; il est impair si n — r est 
pair. D’ailleurs, la maniére méme dont on forme la suite des nombres entiers 
montre clairement que tout nombre entier est pair ou impair, aucun autre 
eas n’étant concevable; cela résulte clairement aussi de la théorie de la divi- 
sion. Si quelqu’un conteste ce résultat, j’estimerai que son cerveau n’est pas 
fait comme le mien, et que toute discussion est inutile. 

Si maintenant, l’on se reporte a l’exemple cité par M. Wavre, on verra que 
la difficulté provient de ce qu'il appelle rationnel un nombre égal au rapport 
de deux entiers p et q que Von puisse déterminer. Aprés cette définition, il 
cite exemple d’un nombre évidemment rationnel au sens ordinaire de ce 
mot, mais égal au rapport de deux entiers que, dans l’état actuel de la science, 
on ne peut pas déterminer, et que peut-étre on ne pourra jamais déterminer; 
ce n’est que par suite d’une mauvaise définition du mot rationnel que l’on 
peut dire qu’un tel nombre n’est pas rationnel. 

Sous ce paradoxe se dissimule, d’ailleurs, un probléme intéressant, clai- 
rement posé par M. Wavre dans le reste de son article. C’est de savoir s’il 
est possible, soit de la maniére indiquée par M. Brouwer, soit d’une autre 
maniére, de citer un nombre défini sans ambiguité par une définition mathé- 
matique parfaitement claire, et que, cependant, l’on ne puisse pas calculer 
effectivement. En d’autres termes, est-il possible de citer un probléme mathé- 
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matique parfaitement bien posé,; dont la réponse soit oui ou non sans ambi- 
guité possible et sans tierce hypothése logiquement possible, mais tel que les 
régles de la logique soient impuissantes 4 déterminer jamais laquelle des 
deux éventualités est réalisée ? Voila le probléme essentiel, qu’un esprit 
habitué a la critique philosophique ne peut pas ne pas se poser. Mais, A notre 
avis, on ne peut que masquer la nature véritable.de ce probléme en fabriquant 
des paradoxes comme celui de M. Brouwer. 


2. D’ou vient qu’un théoréme pourrait étre vrai et non démontrable ? 
La raison en est bien simple. Un théoréme est en général un énoncé qui 
comprend une infinité de cas particuliers; chacun de ces cas comporte une 
verification. Mais il peut arriver, par des procédés dont nous n’analyserons 
pas ici le mécanisme logique, que toutes ces vérifications puissent étre réduites 
aune méme forme. Un certain raisonnement, dans lequel figurera par exemple 
un entier arbitraire, donnera successivement toutes les vérifications en ques- 
tion si on donne a cet entier toutes les valeurs possibles. 

Ce qu'il faut admirer, c’est la puissance de l’analyse mathématique qui 
arrive ainsi, dans tant. de cas, a réduire une infinité de vérifications 4 un 
raisonnement unique. Qui peut s’étonner qu'elle n’y soit pas parvenue dans 
tous les cas ? Non seulement cela n’a rien d’étonnant, mais il est a priori 
assez probable qu’il existe certains énoncés, qui résument ainsi en une for- 
mule unique une infinité de cas particuliers, et pour lesquels il est impossible 
de jamais réduire toutes les vérifications nécessaires 4 un nombre fini d’opé- 
rations. On aura alors un théoréme vrat, mais non démontrable. 

Il faut bien remarquer que cela ne veut pas dire qu’on sache jamais démon- 
trer qu'il n’est pas démontrable. Mais a ce sujet il faut faire une distinction 
importante, qui ne semble pas avoir été signalée. Pour en montrer l’impor- 
tance, disons tout de suite que : il est possible que le théoréme de Fermat soit 
indémontrable, mais on ne démontrera jamais quwil est indémontrable. Au con- 
traire, il n'est pas absurde d’imaginer qu on démontre qu’on ne saura jamais 
st la constante d’Euler est algébrique ow transcendante. 


3. Examinons d’abord le théoréme de Fermat qui exprime lV’impossibilité 
dune relation de la forme 


(1) a? +- bP = cP, 


a, b, c étant des entiers positifs, et p un entier plus grand que 2. Ce théoréme 
implique évidemment une infinité de vérifications possibles. Mais, s’il est 
faux, c’est-a-dire s'il existe au moins un systéme d’entiers a, b, ¢ et p— 2 
positifs et vérifiant Ja relation (1), cela peut étre établi par une seule vérifi- 
cation heureuse. De plus, en faisant toutes les vérifications l’une aprés l’autre 
(en commengant par les systémes d’entiers pour lesque!s a +- b+c +p=6, 
puis 7, ...), on est assuré, si une telle relation existe, d’y arriver aprés un 
nombre fini de tentatives. 
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On voit done qu'il n’y a que trois hypothéses logiquement possibles. 
Premiére hypothése. — Le théoréme de Fermat est faux, et cela est démon- 


trable; on est sir, dans ce cas, d’obtenir la démonstration, par des vérifi- 
cations faites méthodiquement, aprés un nombre fini d’opérations. 


Deuxiéme hypothése. — Le théoréme de Fermat est vrai, et démontrable. 
Troisiéme hypothése. — Le théoréme de Fermat est vrai, mais indémon- 
trable. 


Si la deuxiéme hypothése est vraie, cela ne veut pas dire que la science 
humaine soit assez habile pour le démontrer un jour; peut étre la longueur 
des raisonnements nécessaires dépasse-t-elle ce que l’humanité peut espérer 
atteindre. 

Mais, si la troisiéme hypothése est vraie, on ignorera toujours qu’elle 
Vest. Il est absurde, en effet, d’imaginer qu’on puisse démontrer qu’elle est 
réalisée, puisque par la méme on aurait démontré le théoréme de Fermat 
et cette hypothése serait fausse. I] est done absurde d’imaginer qu’on puisse 
démontrer que le théoréme de Fermat est indémontrable. 


4, Voici maintenant l’exemple d’une. proposition comportant deux alter- 
natives possibles, mais telles que l'une comme J’autre ne puisse étre vérifiée 
que par une infinité d’opérations : la constante d’Euler est algébrique, ou 
bien transcendante. 

Etant donnée une équation algébrique, comment fera-t-on pour savoir 
si elle admet la constante d’Euler comme racine ? On calculera, par exemple, 
les décimales successives, d’une part, de la constante d’Euler, d’autre part, 
de la racine de cette équation qui semble pouvoir étre égale 4 cette constante. 


Si elle n’est pas effectivement égale a cette constante, il viendra un moment — 


ou l’on constatera la différence; mais, A aucun moment, on ne sera assuré 
de V’exactitude rigoureuse; il faudrait une infinité d’opérations pour vérifier 
que cette constante est racine d’une équation algébrique. 

Pour savoir si la constante d’Euler est transcendante ou algébrique, on 
essayera ainsi toutes les équations algébriques, lune aprés l’autre. Mais 
dans aucune des deux alternatives la vérification ne sera jamais terminée. 
Si, en effet, cette constante est transcendante, on n’en sera str qu’aprés 
avoir essayé toutes les équations algébriques; si elle est algébrique, les calculs 
de vérification conduiront certainement, aprés un nombre fini de tentatives, 
a former l’équation qu’elle doit vérifier, mais il faudra un nombre infini 
d’opérations pour s’assurer que cette équation est vérifiée exactement. 

En somme, l’énoncé : « La constante d’Euler ne vérifie aucune équation 
algébrique a coefficients entiers » est bien, comme l’énoncé du théoréme de 
Fermat, un énoncé qui réunit une infinité de cas particuliers dans lesquels 
il doit étre vérifié, et l’échec d’une seule vérification suffit a établir sa fausseté; 
mais cet échec ne peut étre constaté qu’aprés une infinité Wopérations. La 
est la différence essentielle. 
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Qu’en résulte- e il au point de vue qui nous senene ? Il y a ici quatre cas 
possibles. Nous avons, en effet, d’abord une double alternative suivant que 
la constante d’Euler est algébrique ou transcendante; mais dans chacun de 
ces deux cas, le théoréme peut étre démontrable ou indémontrable, Cela 
fait, en tout, quatre hypothéses, A premiére vue possibles toutes les quatre. 

Tl est alors possible que l’on démontre un jour que le probléme de savoir 
si la constante d’Euler est algébrique, est un probléme insoluble. Comme 
cette circonstance est logiquement compatible avec les deux alternatives 
que pose le probléme, on peut montrer qu'elle se produit sans avoir par la 
méme résolu le probléme, comme c’est le cas pour le théoréme de Fermat. 

Au point de vue des progrés possibles de la science dans ect ordre d’idées, 
cela laisse encore place 4 un assez grand nombre d’hypothéses possibles. On 
distingue, en effet, les quatre cas suivants : 


a. La constante d’Euler est algébrique, et on peut le démontrer. 

b. La constante d’Euler est transcendante, et on peut le démontrer. 

c. Le probléme est insoluble, c’est-a-dire qu’on ne saura jamais si la cons- 
tante d’Euler est algébrique et transcendante, et on peut démontrer qu'il 
est insoluble. 

d. Le probléme est insoluble, mais on ne peut pas démontrer qu'il est 
insoluble. 


Naturellement, si cette derniére hypothése est vraie, elle ne permet pas 
d’espérer qu’on sache jamais qu’elle est vraie. Cela n’exclut pas pour cela 
tout progrés ultérieur de la science. On peut, par exemple, espérer trouver un 
moyen de vérifier sirement, par un nombre limité d’opérations, si la cons- 
tante d’Euler vérifie ou non une équation algébrique donnée. Alors on se 
trouvera réduit A une alternative analogue a celle du théoréme de Fermat; 
Valternative c sera exclue et l’on restera dans lhésitation entre les alterna- 
tives a, b et d. 


5. Nous venons de voir qu’il peut exister deux types de théorémes indé- 
montrables. Nous ne savons pas s’ils existent effectivement, mais il nous 
parait logiquement possible qu ils existent. I] serait intéressant de le démon- 
trer. Il serait plus intéressant encore d’en donner un exemple précis, qui 
serait nécessairement du second type. Au sujet’ du premier type, on ne 
peut en donner un exemple précis, mais on peut espérer trouver un ensemble 
d’énoncés de ce type tels que l’on sache que l’un d’eux est indémontrable. 

Mais il nous semble que la logique a rempli son réle, en marquant des 
cases que certains théorémes viendront peut-étre remplir un jour. La parole 
est aux mathématiques, et la tache qui leur incombe n’a pas lair facile. 


Paut Levy 
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IlI. — Sur le principe du tiers exclu ('). 


C’est un trés beau médaillon classique que M. Paul Lévy a dessiné sur 
Vécrin romantique que j’avais essayé de tendre. 

Mais nul ne s’étonnera que je reléve que pour M. Lévy le point essentiel 
du débat n’est pas exactement le méme que pour moi. Je crois pouvoir le 
dire sans que M. Lévy trouve trop compromettante l’expression de mon 
amitié et de mon grand respect. 

Le paradoxe du Crédit Foncier ou celui du aoe de Cléopatre ne me 
retiendront pas. Le probléme reléve de histoire et non des mathématiques, 
et Pon ne verrait pas bien ce que j’aurais a faire en cette galére. 

Nous sommes d’ailleurs tous d’accord qu’un nombre entier est pair ou 
_impair; il suffit, en effet, de connaitre son dernier chiffre pour trancher l’alter- 
native d’un clin d’ceil en faveur de l’une ou de l’autre de ses parties. 

La difficulté surgit lorsque M. Paul Lévy nous propose de proclamer un 
nombre pair s’il existe un entier dont il soit le double. Plus exactement, elle 
ne surgit pas encore a propos de la parité d’un entier, mais elle se présente a 
propos de la rationalité comme aussi a propos de l’algébricité d'un nombre 
réel, 

En effet, pour nous, on ne prouvera la rationalité d’un nombre qu’en décou- 
vrant deux entiers dont il soit le quotient et ’on ne démontrera son irratio- 
nalité qu’en démontrant que cette découverte impliquerait contradiction. 
Ces deux circonstances sont seules parfaitement claires. En dehors de ces 
deux cas, qui ne sont pas les seuls possibles (je crois que M. Lévy le recon- 
natt) pour moi, on ne sait rien de certain et il ne faut rien préjuger; tout au 
plus pourrait-on démontrer qu’il serait contradictoire que le nombre fit 
irrationnel, mais on ne pourrait en conclure qu’il fat rationnel. 

Dans la région intermédiaire il faut se défier des mots qui n’étreignent 
souvent que des ombres, de l’expression tl existe dont le sens n’est pas toujours 
immédiat. I] ne servirait a rien de dire : un nombre est rationnel s’tl existe 
une fraction égale a ce nombre, car il faudrait encore trouver cette fraction. 


Experimentum solum certificat in talibus. 


L’exemple de M. Brouwer est tout a fait remarquable; le développement 
décimal du nombre en question est théoriquement aussi bien défini que celui 
de la constante d’ Euler. 

Kn voici un autre absolument du méme ordre en ce qui nous intéresse 
et dont le développement décimal se calculera aussi facilement et peut-étre 
plus facilement que celui du nombre x. 

Soit n le rang de la premiére décimale précédée de neuf chiffres consécutifs 


(') Revue de Métaphysique et de Morale, juillet 1926. 
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| egaux a trois que l’on rencontrerait peut-étre en parcourant le développe- 
\ment déeimal du nombre x; posons 


\ rs 1 
I ae 2 I ae 
i= (=) pourit<n et a pour 12n 
10 10 = 


(ysis, LYE 


‘et soit C la limite des C;. 

Ce nombre C ne saurait étre irrationnel, tout le monde est d’accord; il 
est cependant douteux qu'il soit rationnel, mais il se peut qu’il Je soit. Voila 
ce que la prudence nous enjoint de dire. 

Si les m premiéres décimales du nombre ~ nous sont données, les m pre- 
miéres décimales au moins du nombre C nous sont données également. 

Nous sommes donc en possession d’une loi de construction du développe- 
ment décimal du nombre C. Ce dernier peut étre calculé approximativement, 
avec une erreur aussi petite que l’on youdra. Un nombre réel n’est pas autre 
chose, pour nous, qu'un procédé permettant de construire effectivement un 
développement, décimal, binaire ou autre. Nous avons insisté sur cet aspect 
de la pensée empiriste aux pages 452 et 453 du numéro de juillet- 
septembre 1924 (1). C’est la a seule maniére vraiment satisfaisante de définir 
un nombre réel avee sécurité et précision. Nous jugeons prudent de rejeter, 
parce qu’elle manquerait de sens précis, toute définition qui ne permettrait 
pas de procéder a une telle construction. Nous nous défions des définitions 
formalistes de nombre, dont on n’est méme pas certain de pouvoir jamais 
obtenir ne fit-ce que le premier chiffre. Voila pourquoi, dans la théorie 
empiriste, un entier convenablement défini est pair ou impair, premier ou 
décomposable. Il est toujours possible, en effet, de trancher ces alternatives 
par une ou un nombre fini de divisions. Mais nous ne saurions affirmer qu'un 
nombre réel est nécessairement rationnel ou irrationnel, car nous ne sommes 
pas certains de pouvoir soit trouver une période dans le développement, soit 
démontrer qu’il serait absurde qu‘il y en ett une. Encore une fois, il ne ser- 
virait a rien de dire : il existe une période ou il n’en existe point. 


Dans mon précédent article, je crois avoir établi quwil est vain de vouloir 
forger un nombre dont on puisse démontrer qu’il n’est ui rationnel ni irra- 
-tionnel ou bien ni transcendant ni algébrique et fournir de cette maniére un 
véritable tertium. Par conséquent il n’y a aucun espoir d’acculer le forma- 
lisme a une contradiction par un exemple de ce genre, On ne court aucun risque 
de se contredire A raisonner ici suivant les modes classiques. I] serait méme 
fort regrettable que l’on renoncat au formalisme classique, car on lui doit les 
plus belles démonstrations de l’analyse et de la théorie des ensembles qui ne 
subsisteraient pas sans lui. 
C’est encore au formalisme classique que l’on doit la subtile distinction 


(1) Revue de Métaphysique et de Morale. 
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de M. Paul Lévy entre les théorémes indémontrables, et dont je serai toujours 
le premier a relever toute l’élégance et tout l’intérét dans notre débat. 

Insistons sur cet intérét, 

Je ne sais pas si M. Lévy approuverait les raisonnements suivants auxquels 
j’applique d’ailleurs la logique classique. : 

Pour démontrer qu’une proposition est indémontrable il faut : 


1° Prouver qu’il ne pourrait étre contradictoire d’admettre que la propo- 
sition fit vraie, de maniére qu'il soit possible qu’elle soit vraie; 

2° Prouver qu’il ne pourrait étre contradictoire d’admettre que la propo- 
sition fit fausse, car, dans le cas contraire, sil pouvait étre contradictoire 
d’admettre que la proposition fait fausse, on pourrait espérer prouver qu'elle 
est vraie, ce qui doit précisément étre exclu. 


Mais, alors, la proposition pourrait étre admise vraie ou bien fausse, indif- 
féremment, sans qu’on risque jamais d’étre contredit; par conséquent on ne 
pourrait ni prouver qu’elle est vraie, ni prouver qu’elle est fausse, autre- 
ment on pourrait étre contredit. 


Notre condition est done aussi suffisante. 
Il] faut avouer que de telles propositions feraient fort bien fiins de pos- 


tulats; en bonne axiomatique on agirait envers elles comme enyers le postu- 
latum d’Euclide. Ce dernier, d’ailleurs, en est une et il n’y a que les postulats 
qui répondent @ la question de M. Lévy : Eziste-t-il des propositions dont on 
puisse démontrer qu’elles sont indémontrables ? 

A moins d’étre trés réaliste on ne proclamerait de telles propositions ni 
vraies,ni fausses. Elles marqueraient des points de bifurcation de la science. 

La distinction si subtile de M. Paul Lévy nous montre, alors, qu’on 
ne saurait faire un postulat du théoréme de Fermat, mais qu’on aura 
peut-étre un jour le droit de postuler la transcendance de la constante 
d’Euler et de postuler, par conséquent, aussi, son algébricité. 


Il faut en conclure qu’il y a probablement plus de postulats qu’on ne le 
croit d’ordinaire dans les mathématiques classiques. 

Il faudra bien que les questions suivantes soient aussi prises un jour en 
considération, 

Une alternative s’impose-t-elle s’il n’existe aucun moyen de la trancher ? 

Pourquoi s’imposerait-elle alors que ni lune ni l’autre de ses parties ne 
s’imposeront jamais ? Et Valternative entre le vrai et le faux n’échappera 
pas a cet examen. 

Une proposition parfaitement claire doit-elle étre proclamée yraie ou fausse 
a priort alors qu’il n’existerait aucun moyen de démontrer soit sa vérité, 
soit sa fausseté ? 

Voila pour nous le cceur du débat. 

Certes, M. Lévy est libre de pousser le réalisme jusqu’au point d’admettre 
qu’une proposition puisse étre vraie sans étre démontrable et a fortiori sans 
étre vérifiable. Poincaré disait, en effet : 
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\ «Les hommes ne s’entendent pas parce qu’ils ne parlent pas tous la méme 
langue et quwil y a des langues qui ne s’apprennent pas. 

» Et pourtant, en mathématiques, ils ont coutume de s’entendre; mais * 
c'est justement grace a ce que j’ai appelé les vérifications; elles jugent en 
dernier ressort et devant elles tout le monde s’incline. Mais la ot ces vérifi- 
cations font défaut, les mathématiciens ne sont pas plus avancés que de 
simples philosophes. Quand il s’agit de savoir si un théoréme peut avoir un 
sens sans étre verifiable, qui pourra juger puisque par définition on s’interdit 
de vérifier ? » 

Cette conclusion de Poincaré nous permet de rester sur nos positions 
respectives; aussi ne vais-je plus chercher a convaincre mais simplement a 
agréer. : 

Voici quelques remarques a batons rompus. L’illustre mathématicien 
disait encore que, pour bien poser un probléme, il fallait l’avoir déja résolu. 
J’aimerais 4 pouvoir traduire : pour bien poser une alternative, il faut étre 
certain de pouvoir la trancher. 

Tant que Zénon d’Elée me menace de sa fléche, je ne puis considérer le 
probléme des rapports de la logique et du temps comme résolu, et je salue 
sympathiquement M. Brouwer qui cherche a le bien poser. 

Aristote, d’ailleurs, se refusait a appliquer le principe du tiers exclu aux 
futurs contingents, et ne craignait pas de dire : 

. (Il n’est ni vrai ni faux qu’il y aura demain combat sur mer. » 

Ajoutons que les nuances de pensée sont des plus riches et des plus subtiles 
qui vont de l’intuitionnisme de M. Brouwer a celui de M. Weyl, de l’empi- 
risme de M. Baire a celui de M. Borel ou a celui de M. Lebesgue (empirisme 
dont nous avons dégagé les conséquences, ce qui nous a conduit a la mathé- 
matique de M. Brouwer), puis, en passant par l’attitude de Poincaré, au réa- 

' lisme de M. Paul Lévy, a celui de M. Hadamard, au réalisme cantorien devenu 
le formalisme axiomatique et conventionnaliste de M. Hilbert et jusqu’au 
réalisme des classes de M. Russell. 

Enfin, je formulerai le voeu que M. Brouwer nous expose lui-méme,son 
intuitionnisme et son attitude vis-a-vis de la logique aristotélicienne, point 
de vue des plus révolutionnaires, gros des principaux problémes de la philo- 
sophie, s'il est vrai que ce soit encore entre Héraclite et Parménide que nous 


nous débattons comme Aristote lui-méme. 
: Roxtin Wayre. 


IV. — Critique de la logique empirique ('). 


4. En lisant le dernier article de M. Wavre, je me félicite de lui avoir donné 
Voccasion de l’écrire en adressant quelques objections a son premier exposé. 


(') Revue de Métaphysique et de Morale, octobre 1926. 
ea ‘ 
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Je crois maintenant avoir compris l’attitude qu'il adopte relativement aux 
régles de la logique empirique; mais je ne saurais Je suivre. Je he puis admetire 
V’interdiction arbitraire d’énoncer certains résultats qui me paraissent évidents, 
de poser certains problémes qui me paraissent se poser, et d’employer dans 
ce but le langage qui me parait le plus commode, et qui d’ailleurs est conforme 
a lusage. M. Wavre justifie cette interdiction en disant que ce langage ne 
lui parait-pas parfaitement clair; je cherche en vain ce qu'il y trouve d’obscur. 

Tout d’abord, Vidée de la division d’un ensemble d’objets en deux classes 
complémentaires me parait bien nette; par définition tout objet de cet 
ensemble est de l’une ou l’autre classe, et aucun ne saurait étre des deux. 
Tel est le cas de la division des nombres réels en nombres rationnels et irra- 
tionnels. On sait par exemple que les nombres rationnels peuvent étre rangés 
en une suite dénombrable 


Ua PGs Wh 2 Shs ly Seman tas 


que j’appelle suite S, o4 chacun d’eux figure une fois et une seule; il y a 
bien des maniéres de le faire, et il est inutile d’allonger cet exposé en précisant 
celle que je choisis. Cette suite une fois définie, on peut dire qu’un nombre a 
est rationnel ou irrationnel suivant qu il existe ou non dans la suite S un nombre 
égal a a Tout nombre est done rationnel ou irrationnel; il y a la un fait 
objectil, et les difficultés que je puis éprouver a ranger un nombre dans l’une 
ou autre catégorie, et, s'il est rationnel, a dire son rang dans la suite S, 
ne sauraient l’empécher d’étre exact. 

D’out viennent ces difficultés ? De ce que le nombre le plus simple peut 
se trouver défini par une propriété qui ne permette pas de le reconnaitre, 
Telle intégrale que je ne sais pas calculer peut se trouver égale a l’unité; 
je n’en saurai rien et le calcul approché que je puis faire ne m’apprendra 
pas si le nombre qu’elle définit est rationnel ou irrationnel. I] en est de méme 
pour la plupart des nombres définis par une formule mathématique; il a 
fallu le génie d’Hermite pour découvrir que le nombre & est irrationnel, et 
lon n’est pas encore renscigné sur la nature de la constante d’Euler. Tout 
cela n’a rien d’étonnant, et je ne vois pas pourquoi je m’interdirais de dire 
a propos de la constante d’EKuler ou de tel autre nombre défini par une 
formule mathématique : ce nombre est rationnel ou irrationnel, puisqw il faut 
bien qu'il soit l’un ow l’autre, mais Je ne sais pas lequel des deuc. 

Parmi les différentes circonstances qui peuvent se produire, M. Wavre 
a été particuliérement frappé par la suivante : il existe des formules définis- 
sant des nombres sirement rationnels, mais dont on ne peut pas, dans 
état actuel de la Science, indiquer le rang dans la-suite S. (Il est entendu 
que j’emploie le langage que je trouve commode pour exposer des faits que 
M. Wavyre expose autrement.) Cela est facile 4 comprendre; il suffit de choisir 
un nombre dans la suite S, ou dans une suite S’ extraite de S, et de faire 
dépendre ce choix de circonstances sur lesquelles, dans l’état actuel de la 
Science, on n’est pas exactement renseigné. 

Voici maintenant oti nous cessons d’étre d’accord. Pour M. Wavre, le 
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nombre ainsi choisi n’est pas rationnel, car on ne peut prouver la rationalité 
d'un nombre qu’en indiquant son rang dans la suite S. Je conteste formelle- 
ment ce point; un nombre étant choisi dans cette suite, je n’ai pas besoin de 
sayoir son rang pour affirmer qu’il est rationnel. Je crois méme que je ne fais 
qu’appliquer une des régles les plus classiques de la logique formelle : les 
nombres de la suite S sont rationnels; le nombre 2 est dans la suite S; done 
le nombre a est rationnel. 
M. Wavre ajoute encore ; « A quoi cela vous sert-il de dire que ce nombre 
est rationnel, si vous ne pouvez pas me dire son rang dans la suite S ? » Je 
réponds : « I] ne s’agit pas de savoir si cet énoncé est utile,amais s’il est exact, 
ce dont je ne puis douter. C’est un probléme de savoir si le nombre « est 
rationnel, et je puis le résoudre par I’affirmative; c’en est un autre de savoir 
son rang dans la suite S, et je ne l’ai pas résolu. Je comprends que la solution 
de ce second probléme vous intéresserait davantage; je vous sais gré de- 
m/avoir signalé son intérét; mais ce que je ne puis admettre, c’est que sous 
prétexte que je ne l’aie pas résolu yous m’interdisiez de dire ce que je sais 
sur le premier. L’attitude que j’adopte, de dire ce que je sais dans un langage 
que tout le monde peut comprendre, et d’avouer ce que j’ignore, me parait 
plus scientifique que la votre. » 
Généralisant le probleme, M. Wavre demande ensuite : « Une alternative 
s impose-t-elle, s‘il n’existe aucun moyen de la trancher ? » Si je ne me trompe, 
cela revient a dire : « Peut-on poser un probléme sans étre str de pouvoir le 
résoudre ? » Je ne crois pas me tromper, puisque M. Wavre rappelle que, 
d’aprés Poinearé, « pour bien poser un probléme, il faut déja l’avoir résolu ». 
La encore, il me semble que M. Wavre ne tire pas, de remarques fort 
justes, la conclusion quis’impose. Il est certain que bien souvent des problémes 
ont été mal posés et qu’il a fallu par la suite en modifier les énoncés, Je n’en 
citerai qu’un exemple : Michelson a cherché a mettre en évidence le mouve- 
~ment relatif de l’éther et du systéme solaire; il a fallu par la suite reconnaitre 
que le probléme n’avait pas de sens; mais c’est tout de méme de ce probléme 
qu’est née la théorie de la relativiteé. 

' Quelle attitude convient-il done d’adopter ?.Pour ma part, je ne reconnais 
pas au philosophe le droit d’arréter les progrés de la Science en interdisant au 
savant d’étudier un probléme s'il n’est pas dés le début sir de le bien poser, 
et, d’ailleurs, la Philosophie a profité autant que la Science des recherches 
de Michelson sur un probléme mal posé. Le philosophe peut seulement 
examiner les problémes que lesssavants énoncent, se demander s’ils sont bien 
posés, et s'il n’y a pas dans les raisonnements une fissure rendant possibles 
d’autres solutions que celles que les savants ont prévues. Il me semble, en 
prenant la question a ce point de vue, que, méme avant les travaux d’ Einstein, 
un philosophe aurait pu observer que l’on ne savait pas ce que c’était que 
Péther, et que les raisonnements reposant sur l’assimilation de l’éther et d’un 
fluide ordinaire pouvaient conduire 4 des conclusions inexactes. Mais il 
s’agit de trouver la fissure, et lorsque je suis en présence d’une alternative 
aussi nette que celle de savoir si un nombre est rationnel ou irrationnel, il 
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ne suffit pas de me citer l’exemple de problémes bien plus délicats ot les plus 
grands savants se sont trompés pour que je m’interdise de poser la question 
ou que j’admette qu’on peut échapper 2 une alternative a ‘ge pee dé fini- 
tion méme on ne peut pas échapper. 

On voit la différence irréductible des points de vue. Le fait que M. Wavre 
parle un langage différent du mien, et n’appelle rationnels que les nombres 
dont if -sait le rang dans la suite S, n’a qu’une importance secondaire, Il 
distingue ainsi les nombres rationnels, les nombres irrationnels, et ceux qui 
ne sont ni rationnels ni irrationnels. Je ferai remarquer que, telle intégrale 
que je ne sais pas calculer pouvant se trouver égale a l’unité, le nombre 1 
peut se trouver rangé dans la premiére ou la troisiéme catégorie suivant la 
phrase que j’emploie pour le définir. A une classification des nombres, 
M. Wavre substitue une classification des phrases dont nous nous servons 
pour définir les nombres. Il est d’ailleurs parfaitement conséquent avec 
lui-méme en agissant ainsi; mais pour ma part je désire, dans la mesure 
ou cela est possible, mettre en évidence le caractére objectif des choses, et 
distinguer leurs propriétés objectives des circonstances qui dépendent de 
l’état de nos connaissances. Le langage classique me convient dans ce but, 
et je n’aime pas un langage qui, projetant en quelque sorte notre ignorance 
sur les faits eux-mémes, arrive a masquer ce que nous savons. 


2. Je reviens maintenant en arriére pour examiner une question soulevée 
par mon précédent article et la réponse de M. Wavre. Pour montrer que la 
notion d’un nombre qui, au point de vue qu'il adopte, n’est ni rationnel ni 
irrationnel, n’a rien de surprenant, j’avais cherché a former d’autres exemples 
plus simples encore que les siens, et A montrer que dans le méme ordre d’idées 
on pourrait méme parler de nombres entiers qui ne seraient ni pairs ni 
impairs. 

L’idée essentielle est toujours la méme; je fais dépendre le choix de ce 
nombre d’un probléme qui n’est pas résolu, et, si possible, d’un probléme 
insoluble. Faute de connaitre actuellement un probléme mathématique 
dont je puisse affirmer qu’il est insoluble, j’avais pris un exemple se rattachant | 
au type suivant : j’avais hier une collection d’objets sous la main; je n’ai pas 
songé a les compter et personne ne l’a fait, et il n’existe plus aucun moyen 
de connaitre leur nombre; ce nombre est done un entier dont on ne sait 
pas la place dans la suite des nombres entiers, dont on ne peut dire s’il est 
pair ou impair, et qui méme, au sens de M. Wavre, ne serait ni l’un ni l’autre, 
et méme pas rationnel Pour rentrer dans le domaine des mathématiques, 
considérons le probléme actuellement irrésolu de Ja nature rationnelle ou 
irrationnelle de la constante d’Euler C, et l’exemple indiqué par M. Borel 
du nombre [(C), f(z) désignant une fonction ayant une valeur si x est rationnel 
et une autre si x est irrationnel (par exemple o et 1). 

On observera, et c’est pour faire cette remarque que M. Borel avait indiqué 
cet exemple, qu’il s’agit la d’un nombre dont je ne puis donner une valeur 
approchée, comme dans le cas d’une intégrale définie dont je ne connais pas 
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la valeur exacte mais que je puis toujours calculer avec autant de précision 
qu’il le faut; je ne sais pas si ce nombre est égal 4 0 ou 1. Les nombres de 
MM. Brouwer et Wayre sont au contraire des nombres dont on peut caleuler 
autant de décimales que l’on veut. 

Pour M. Wayre, un nombre tel que /(C) ne saurait étre considéré comme 
défini; pour moi, je n’aime pas ce langage, qui ne me parait pas conforme au 
sens usuel du mot défini; mais je reconnais tout l’'intérét de la distinction 
signalée par M. Borel, et je dirai avec cet auteur que /(C) n’est pas un nombre 
calculable. 

Cette différence de langage révéle une différence réelle entre nos concep- 
tions. Je n’admets pas qu’on me dise : « Je considére le nombre f{(C) comme 
n’existant pas, parce que je ne peux pas calculer sa valeur; je vous interdis 
de raisonner 4 son sujet, et, méme si vous me démontrez que ce nombre a 
une certaine propriété, je douterai de Vexistence de nombres ayant cette 
propriété. » Quelque grand que soit l’intérét de cette notion de nombre calcu- 
lable, je n’admets pas son introduction dans une question ow elle n’a rien a 
voir, et contester mon raisonnement parce que [(C) n’est pas un nombre 
calculable me parait absolument arbitraire. Au point de vue du fait que l’on - 
ne saurait échapper a une alternative nettement posée, l’exemple de f(C), 
nombre entier dont je ne sais pas le rang dans la suite des nombres entiers, 
et le nombre de M. Wavre, nombre rationnel dont je ne sais pas le rang dans 
la suite des nombres rationnels, jouent exactement le méme réle, et j’affirme 
de la méme maniére que /(C) est entier et que le nombre de M. Wavre est 
rationnel. Ceci dit, bien entendu, ne m’empéche pas de reconnaitre tout 
Vintérét de la remarque que le nombre de M.‘ Wavre, nombre rationnel dont 
je ne sais pas le rang dans la suite S, est un nombre calculable, tandis qu’un 
nombre entier dont je ne sais pas le rang dans la suite des nombres entiers 
ne saurait étre un nombre calculable. 


3. Je viens d’examiner deux régles de la logique empirique, qui ne me 
paraissent étre autre chose que des interdictions arbitraires; l’une est l’inter- 
diction de poser un probléme que l’on n’est pas str de pouvoir résoudre; 
Vautre est l’interdiction de parler d’un nombre si l’on ne sait pas le calculer. 
Je voudrais encore indiquer que c’est au méme point de vue qu’a mon avis 
il faut examiner les discussions souleyées par l’axiome de M. Zermelo. 

Ces discussions ont mis en évidence qu’il existe des collections d’objets 
dans lesquelles il est impossible d’en choisir un particulier pour le distinguer 
des autres sans ambiguité possible. L’exemple le plus simple est fourni par 
l’étude des nombres compris entre 0 et 1; ceux qu’on peut définir sans ambi- 
guité par uné phrase d’un nombre fini de mots constituent un ensemble 
dénombrable E (les remarques faites par Poincaré a propos de l’antinomie 
de Richard n’empéchent pas cet énoncé d’étre finalement exact) ; l’ensemble 
complémentaire E’ est par définition un ensemble dans lequel on ne peut 
pas désigner explicitement un nombre particulier. On ne peut pourtant, 
sans aboutir a d’étranges contradictions, dire que l’ensemble E’ n’existe pas 
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et. que Vensemble dénombrable E comprend tous les nombres de J’inter- 
valle (0,1). 

C’est un grand service que M. Borel et l’école empiriste ont rendu a la Science 
de signaler tout l’intérét de la distinction entre un objet déterminé et un 
objet choisi dans une collection suivant une régle que l’on est incapable de 
préciser. Mais je ne puis les suivre lorsqu’ils voudraient considérer ce dernier 
objet corame inexistant, et mettre en doute la valeur du raisonnement que 
je peux faire A son sujet. C’est une troisiéme’ interdiction, analogue aux 
deux précédentes, mais qui me parait tout aussi arbitraire. 

En résumé, l’attitude qui me parait devoir s’imposer en présence tant 
des objections de l’école empiriste que des sophismes de Zénon d’Elée, est 
la suivante : ne pas se soucier du paradoxe de Zénon d’Elée et ne pas se 
demander si le temps suspend sa marche parce que le philosophe n’a pas 
le temps d’énumérer tous les événements qui peuvent se produire en une 
fraction de seconde; ne pas douter d’un raisonnement qui nous parait parfai- 
tement clair parce quil ne vérifie pas certaines conditions arbitrairement 
énoncées; ne pas douter du résultat acquis parce que nous ne pouvons pas 
le préciser par un autre résultat que l’empiriste déclare seul intéressant. 

Par contre, reconnaitre tout Vintérét des distinctions imtroduites par 
Vempiriste, et des précisions qu’il voudrait apporter aux résultats de la 
science classique. 

Paut Livy. 


Nore. — Je voudrais encore ajouter, pour répondre a l’article de M. Wavre, 
deux remarques que je n’ai pas pu faire rentrer dans l’exposé qui précéde ; 


1° Jé dis qu’une proposition est indémontrable si l’on ne peut pas montrer 
que sa fausseté implique contradiction. Ce sont donc deux choses distinctes 
de dire qu’une proposition est indémontrable et que son contraire est indémon- 
trable; comme je l’ai montré, ces deux circonstances peuvent étre réalisées 
séparément ou simultanément. Cela ne me parait pas conforme au sens usuel 
du mot « indémontrable » de ne ’employer que dans ce dernier cas. 

2° Je suis absolument d’accord avec M. Wavre sur le fait que, dans ce 
dernier cas (celui d’une proposition indémontrable dont le contraire est 
aussi indémentrable), il y a la un postulat et, par suite, une bifurcation, deux 
voies étant ouvertes a la Science sans qu’on puisse jamais savoir quelle est 
la bonne. Par contre, le postulatum d’Euclide, qui n’est pas autre chose 
qu’une précision apportée a une définition incompléte, m’a toujours paru trés 
mal nommé: 
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V. — A propos de la récente discussion entre M. R. Wavre 
et M. P. Levy (‘). 


Mow cuer Drrecreur Er Amt, 


Voulez-vous me permettre de vous soumettre quelques réflexions ati sujet 
de la trés intéressante discussion entre M. R. Wavre et’M. Paul Lévy ? 


I. Je voudrais tout d’abord écarter rapidement tout ce qui est relatit 
a des problémes plus ou moins bizarres qui n’ont rien de mathématique. 

On pourrait définir un nombre irrationnel en disant que chacun de ses 
chiffres successifs est égal A 0 ou A 1 suivant que la réponse a telle ou telle 
question est affirmative ou négative. 

Il serait d’ailleurs possible de ranger les questions qui peuvent étre posées 
en langue frangaise en les classant d’aprés le nombre de lettres employées 
et a nombre égal de lettres par lettre alphabétique comme on le fait dans 
les dictionnaires. On ne conserverait que celles de ces questions qui com- 
portent une réponse par oul ou non. 

Le nombre ainsi défini donnerait par sa seule connaissance la réponse A 
toutes les énigmes passées, présentes et futures de la science, de Vhistoire 
et de la curiosité. Si je signale cette fantaisie, c’est simplement pour montrer 
une fois de plus combien la notion de nombre irrationnel est riche et combien 
il y a dillusion dans l’esprit de ceux qui pensent que tous les nombres irra- 
tionnels peuvent étre définis. 

Sil’on voulait, d’ailleurs, approfondir la « définition» que je viens de donner, 
on se heurterait a des difficultés analogues a celles qu’on a souvent signalées 
sous le nom de paradoxe du transfini, mais il serait relativement aisé d’écarter 
_ces difficultés en utilisant, lorsqu’elles se présentent, les chiffres autres 
que 0 et I. 


II. Une question plus sérieuse me parait étre celle de savoir si l’on doit 
considérer un nombre comme virtuellement connu lorsque son calcul théori- 
quement possible exige cependant un temps et une peine hors de proportion 
avec les possibilités humaines. 

Envisageons, par exemple, le nombre formé par les quatre premiéres déci- 
males du nombre 7, c’est-a-dire 1415. Nous pouvons considérer ensuite le 
nombre formé par les 1415 premiéres décimales de 7; c’est un nombre de 
1415 chiffres dont le calcul n’a pas encore été fait et serait certainement trés 
pénible. Mais nous pouvens continuer Ja méme opération et considérer un 
nombre de décimales précisément égal 4 ce nombre de 1415 chiffres. Si nous 
continuons de la méme maniére seulement un millier de fois, nous arriverons 


(1) Revue de Métaphysique et de Morale, juillet 1927. 
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a définir des nombres dont le calcul pratique n’exigerait pas seulement des 
myriades d’existences humaines, mais dont l’écriture seule, A supposer qu’ils 
fussent connus, nécessiterait un poids de papier de beaucoup supérieur au 
poids du globe terrestre. 

Doit-on considérer que le dernier des chiffres du milliéme nombre ainsi 
défini est pour nous calculable ? 


III. Un certain nombre des exemples donnés par M. Wavre et M. Paul 
Lévy reviennent a la question de savoir si deux nombres irrationnels plus ou 
moins difficilement calculables et dont on peut cependant obtenir les chiffres 
successifs, peuvent étre égaux sans qu’il soit possible de démontrer cette 
égalité. 

J’ai déja fait connaitre a plusieurs reprises mon sentiment a ce sujet, 
notamment dans la Note IV dela nouvelle édition de mes Lecons sur la théorie 
des fonctions (1). Je suis convaincu que les progrés des mathématiques condui- 
ront nécessairement a limiter le nombre des opérations au bout desquelles un 
tel probléme peut étre résolu. En d’autres termes, si deux nombres définis 
mathématiquement par des voies différentes se révélent expérimentalement 
égaux, en ce sens qu’un nombre suffisant de chiffres décimaux calculés sont 
les mémes, il doit étre possible de démontrer qu’ils sont effectivement égaux. 

Je dois reconnaitre que cette affirmation n’est pour le moment qu’un 
postulat. J’ai donné ailleurs les raisons qui me font croire a sa vérité. 


IV. Je n’ai pas encore effleuré le point essentiel du débat, c’est-a-dire 
le principe méme du tiers exclu. 

Si je comprends bien la position de la question, il s’agit de savoir s’il est 
possible que deux affirmations contradictoires puissent étre librement 
énoncées Pune ét autre, chacune d’elles ne risquant jamais d’entrainer de 
contradictions, et l’absence de contradiction suffisant a justifier une affirma-. 
tion. Cela ne me parait pas douteux lorsqu’il s’agit de problémes historiques 
vagues et dépourvus d’intérét. 

Il est certain que sil’on suppose notre calendrier transporté chez les Gaulois, 
il est entiérement indifférent d’admettre que Vercingétorix est né un lundi 
ou un mardi. Il n’en est peut-étre pas de méme lorsqu’il s’agit de problémes 
mathématiques; si, par exemple, on se demande si telle décimale du nombre & 
est un nombre pair ou impair, il me semble difficile de ne pas considérer 
qu'il y a la une alternative pour laquelle il existe une réponse, méme si cette 
réponse ne peut certainement étre jamais obtenue. $’il n’est pas vraisemblable, 
en effet, que l’on puisse tirer une contradiction de l’affirmation que le dernier 
chiffre du milliéme nombre dont nous parlions tout a l’heure est pair ou de 
laffirmation que ce dernier chiffre est impair, on peut cependant penser que 
d’un nombre suffisant d’affirmations de ce genre on pourrait tirer une contra- 
diction. 


(1) Voir ci dessus, Note IV. 
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Il n’est pas impossible, par exemple, que l’on démontre un jour que dans 
les chiffres décimaux successifs du nombre =, les dix chiffres sont asympto- 
tiquement aussi fréquents les uns que les autres et que par conséquent il 
est absurde de supposer que, A partir d’un certain rang, tous les chiffres sont 
pairs ou tous les chiffres sont impairs. ~ 

Si done on était conduit & admettre qu’il n’y a aucune contradiction a 
supposer que tel chiffre est pair, il n’y aurait non plus aucune contradiction 
a faire la méme affirmation pour tous les chiffres a partir d’un certain rang, 
ce qui contredit notre hypothése. ; 


V. Il reste done, me semble-t-il, A résoudre la question de savoir s’il 
peut arriver que l’on démontre effectivement que deux propositions mathé- 
matiques contradictoires n’entratnent ni-l’une ni l’autre de contradiction. 

Pour les raisons que j’ai indiquées au sujet du temps nécessaire pour 
certaines vérifications, il ne me semble pas impossible d’admettre qu’une 
telle alternative se pose méme pour une question comme le théoréme de 
Fermat malgré les remarques fort correctes de M. Paul Lévy. On serait tour 
a tour amené a considérer deux postulats contradictoires et a développer 
les conséquences de chacun de ces postulats. Je me demande, toutefois, si 
cette vue n’est pas purement théorique. Les difficultés qui s’opposent a la 
démonstration de propositions comme le théoréme de Fermat ou comme la 
transcendance de la constante d’Euler sont, en effet, le caractére en quelque 
sorte isolé de ces propositions. Il ne semble pas qu’il soit actuellement possible 
de tirer une longue série de déductions soit du fait que ces propositions sont 
yraies, soit du fait qu’elles sont fausses. Du moins, si de telles déductions 
sont toujours formellement possibles, elles ne sont pas intéressantes en ce 
sens qu’elles n’ajoutent rien de réellement nouveau a la proposition dont 
on est parti; elles ne la relient pas 4 d’autres branches de l’arbre mathé- 
matique. ; 

On voit que, dans cette question comme dans beaucoup d’autres, on est 
conduit 4 adopter un point de vue subjectif et a ne pas considérer les mathé- 
matiques comme une science purement objective, suivant la tendance naturelle 
des logiciens. Les mathématiques ne sont pas seulement une collection de 
déductions logiques, pas plus que l’arithmétique n’est une collection de calculs 
numériques exacts. Ce qui importe, c’est Vordre et le choix; et, s'il est 
difficile de définir ce que doivent étre cet ordre et ce choix, les mathémati- 
ciens s’entendent en général fort bien a ce sujet. Parfois, certaines recherches 
suscitent un intérét momentané, mais elles tombent dans l’oubli quelques 
années plus tard et l’on n’en parle plus; d'autres, au contraire, subsistent et 
deviennent classiques. 

Lorsque l’on a des mathématiques cette notion vivante, on est obligé de 
reconnaitre que certains des exemples cités par M. Wavre et par M. Lévy 
sont autant en dehors des mathématiques que le nombre fantaisiste dont je 
parlais au début de cette lettre. En forgant un peu ma pensée, j’arriyerais 
presque a dire que les problémes insolubles seront abandonnés par les mathé- 
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maticiens, puisque le fait qu’ils restent insolubles les classe a l’extrémité 
dune série de déductions, alors que les questions mathématiques intéres- 
santes se relient les unes aux autres par de nombreuses chaines qui en font 
un tissu d’une riche complexité. En fait, on constate que les mathémati- 
ciens ne s’intéressent a certains problémes classiques jusqu’ici sans solution 
que dans la mesure ow l’étude de ces problémes peut étre rattachée a certaines 
théories générales, théories dont l’intérét subsiste, méme si le probléme qui 
leur a servi de prétexte n’avance pas d’un pas vers sa solution (1). C’est la 
peut-étre la raison profonde pour laquelle les mathématiciens ne se passionnent 
pas pour ou contre la logique empirique et continuent a creuser patiemment 


leur sillon. 2 
Emite Boret. 


P. S.— Un mot encore en réponse au reproche que me fait M. Paul Lévy 
de poser une interdiction arbitraire (p. 278). Je suis beaucoup trop libéral 
pour avoir jamais songé, dans le domaine de la pensée, A interdire n’importe 
quelle démarche de l’esprit 4 aucun savant ou philosophe et a M. Paul Lévy 
moins qu’a tout autre, car je sais trop quel excellent usage il fait de la liberté 
a laquelle il a droit, comme chacun de nous. Je n’interdis rien, et je n’interdis 
pas en particulier 4 M. Paul Lévy de raisonner sur un nombre « qu’il ne sait 
pas définir, Mais je constate que M. Paul Lévy ne sait pas mieux que moi-méme 
ce qu’est le nombre «, puisqu’il ne le définit pas. S’il me dit que ce nombre 
est choisi suivant une régle qu’il congoit mais qu'il ne précise pas, je veux 
bien croire qu’il attache un sens a ces mots, mais je ne suis pas plus avancé 
dans la connaissance du nombre «, Je constate, en outre, et c’est la Vessentiel 
ames yeux, que tout ce que M. Paul Lévy peut dire du nombre « pourrait 
étre dit exactement sous la méme forme d’un autre nombre $ choisi, lui aussi, 
suivant une régle que nous concevrions sans la préciser. En d’autres termes, 
je constate que M. Paul Lévy, lorsqu’il croit raisonner sur le nombre a, 
raisonne en réalité sur tous les nombres de la collection dans laquelle il a 
choisi « et étudie par conséquent, non les propriétés de z, mais les propriétés 
de cette collection, qui a seule une réalité & mes yeux. 

Ce que je mets en doute, ce n’est pas la valeur du raisonnement que M. Paul 
Lévy peut faire sur des nombres tels que « et 6, c’est Vutilité et, je dirais, 
existence méme de ce raisonnement. Si nous admettons, par exemple, que ~ 
et 8 sont des nombres réels, je ne vois aucun inconvénient a ce que l’on affirme, 
a propos de « et §, une identité algébrique telle que : 


32 


(1) (a—3) (a+ 8)= o2— 


CO 


Mais je pense que cette identité n’ést utilisable que lorsque z et 8 y sont 
connus. L’intérét quil y a a l’écrire sous sa forme générale, e’est qu’on est 
assuré qu’elle est vraie quels que soient les nombres déterminés ~ et 8 et qu'elle 


(*) C’est le cas pour les célébres recherches de Kummer sur le théoréme de 
Fermat. 
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est donc également applicable 4 des nombres « et 8 que nous n’avons pas su 
définir aujourd’hui mais que nous saurons définir demain; M. Paul Lévy, 
ni tout autre, n’utilisera jamais cette relation pour un calcul sur des nombres % 
et 8 qu'il ne connattrait pas. 

Ligsift 


VI. — Sur la logique de M. Brouwer ('). 


Les polémiques sur le transfini portaient essentiellement sur la notion 
d’existence de certains étres mathématiques, dont la construction, au sens 
usuel de ce mot, n'est’ pas possible, par exemple, l’existence d’une perordi- 
nation (sil’on veut bien nous pardonner ce néologisme, pour traduire Wohlord- 
nung) des ensembles quelconques, notamment du continu. 

Or, ce méme probléme d’existence se pose aussi dans le fini, pour ceux 
qui acceptent le point de vue de Kronecker, d’aprés lequel un nombre, un 
étre mathématique, n’ewiste que s'il peut étre construit a l’aide des nombres 
entiers et par un nombre fini d’opérations. 

Poussant jusqu’a ses conséquences ultimes cette « arithmétisation » de 
l’analyse, M. Brouwer a vu clairement qu’elle nous forgait a reviser les prin- 
cipes mémes de la logique et a rejeter celui du tiers exclu, c’est-a-dire l’affirma- 
tion qu'une proposition est toujours vraie ou fausse. 

Par exemple, ou bien tous les nombres ont une certaine propriété a, ou bien 
cela est faux et il existe quelque nombre qui n'a pas cette propriété. Or, il suffirait 
de démontrer que la premiére de ces hypothéses conduit a une contradiction, 
pour établir l’existence d’un nombre qui n’a pas la propriété a. M. Brouwer, 
n’admettant pas cette démonstration d’existence sans construction, est 
amené a penser que la fausseté de la premiére proposition n’entraine pas 
forcément la vérité de la seconde; il s’ensuit que celle-ci peut étre autre chose 
que vraie ou fausse. 

Il faut done qu’il y ait un troisiéme état des propositions et qu'une propo- 
sition au moins appartienne a ce tiers, c’est-a-dire ne soit ni vraie ni fausse. 

Dans notre Note communiquée a |’Académie royale de Belgique, nous 
démontrons que la notion méme d’une telle proposition tierce implique contra- 
diction. 

Pour y parvenir, nous sommes partis des postulats suivants, admis d’ailleurs 
explicitement par M. Brouwer : 


1° Principe de double négation : la vérité d’une proposition implique la 
fausseté de sa fausseté. 

2° Principe de transposition : si une proposition en implique une autre, 
la fausseté de la conséquence implique la fausseté de la prémisse. 


(1) Résumé d’une Note parue le 8 janvier 1927 dans le Bulletin del’ Académie 


royale de Belgique. 
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3° Principe de syllogisme : si une proposition en implique une autre, et 
celle-ci une troisiéme, la premiére implique la troisiéme. 


Nous y avons joint quelques postulats purement formels sur le produit et 
la somme logiques, le produit logique étant une collection de propositions dont 
chacune est vraie et la somme logique, une collection de propositions dont au 
moins l’une est vraie : Hf 


1° Quand le produit logique est vrai, chacun de ses termes est vrai. 

2° Quand un terme d’une somme logique est vrai, la somme logique est 
vraie. : 

3° Quand une proposition implique le produit logique de deux autres, elle 
les implique séparément, et réciproquement. 

4° Quand une proposition implique la somme logique de deux autres, 
elle implique au moins l’une des deux, et réciproquement. 

5° Quand deux propositions impliquent séparément une méme proposition, 
leur somme logique implique cette proposition, et réciproquement, 


On se rendra compte facilement, tout d’abord, que ces régles sont indispen- 
sables au raisonnement, et ensuite, qu’aucune d’elles n’implique le principe 
du tiers exclu. 


Ajoutons encore deux autres postulats : 


1° Principe généralisé de contradiction : il est impossible qu’une propo- 
sition soit a la fois vraie et fausse, ou fausse et tierce, ou tierce et vraie. 

2° Principe du quart exclu, qui n’a jamais été formulé par M. Brouwer, 
mais qu’il nous parait impossible de refuser, puisque le tiers est défini d’une 
facon purement négative, comme étant le « ni vrai ni faux » : une proposition 
est ou bien vraie, ou bien fausse, ou bien tierce. 


Partant de ces postulats, nous établissons qu’ils conduisent A lune au 
moins des conclusions suivantes : Quand une proposition est vraie, elle est tierce 
ou quand une proposition est tierce, elle est fausse. Or, toutes deux sont absurdes, 
puisqu’elles violent le principe de contradiction. 

Remarquons, pour ceux qu’inquiétent a juste titre, dans une matiére aussi 
délicate, les recours a l’intuition, que notre démonstration est exprimée par 
les formules d’un calcul symbolique. 


Nous venons done de voir que ces postulats entrainent une contradic- 
tion (4). D’ot: vient-elle ? 


(*) Dans une Note récente, M. Paul Lévy a cru justifier la logique brouwe- 
rienne, en en fournissant une interprétation empruntée a la logique classique. 
Nous pensons deyoir maintenir nos conclusions; car cette interprétation 
accepte implicitement deux des postulats, dont le rejet est essentiel au systéme 


de M. Brouwer : réciproque du principe de double négation et... principe du 
tiers exclu ! 
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A notre avis, les postulats avoués par M. Brouwer, principe de transposition 
et de double négation, en sont responsables, car ils impliquent exclusion du 
tiers; en effet, quand une proposition est vrai, il est clair que sa négociation 
n’est pas vraie, mais non pas qu’elle soit fausse : elle pourrait étre tierce; 
et de méme, quand une proposition en implique une autre, si cette autre est 
fausse, la premiére ne peut étre vraie : mais elle n’est pes toujonrs fausse, 
_puisqu’elle aussi peut étre tierce. 

Logiquement, M. Brouwer ne pouvait donc pas exclure le tiers dans ces 
deux'cas; et en corrigeant les principes comme nous venons de !’indiquer, 
son systéme devenait cohérent. 

Mais alors, il n’y aurait plus aucun moyen d’établir de rapport entre le 
vrai et le faux et il nous serait done impossible de jamais tirer parti de la 
connaissance qu'une proposition est fausse ;: il n’existerait plus de relations 

_qu’entre le vrai et le non-vrai, c’est-a-dire le faux ou tiers, et ces relations 
retomberaient sous les régles de la logique classique. 

Quoi qu’il en soit, par son échec méme, l’ceuvre de M. Brouwer a l’immense 
mérite de démontrer que l’extréme arithmétisation de l’analyse, pour féconde 
qu’elle apparaisse, n’est qu’une méthode parmi d’autres; qu’une existence 
non constructive est légitime, méme si elle ne présente pas tous les avantages 
d’une construction; et que le seul critérium universel de validité pour les 
propositions mathématiques, c’est le respect des régles immuables de la logique. 


M. Barzin et A. ERReERA. 


VII. — Logique classique, logique brouwerienne et logique mixte. 


1. La trés intéressante Note présentée par MM. Barzin et Errera al’ Académie 

Royale de Belgique m’a donné l’occasion de préciser sur quelques points, 
dans une Note présentée a cette Académie le 3 mai 1927, les idées que j’ai 
déja exprimées sur la logique empirique (1), Je reproduirai ou résumerai 
-ei-dessous les passages essentiels de cette Note. J’indiquerai d’abord que, 
‘si mes résultats sont trés différents de ceux de MM. Barzin et Errera, cela 
tient a la différence de nos points de vue; il n’y a, contrairement a ce que 
certains passages de ma Note citée peuvent. faire croire, aucune contradiction 
essentielle entre eux et moi. 

Leur idée est que, pour montrer le vice inhérent a la logique de M, Brouwer 
il faut en adopter sans discussion toutes les conventions, et montrer qu’elles 
conduisent A une contradiction. C’est sans donte ainsi qn’il faut procéder 
si l’on s’adresse au lecteur déja troublé par l’argumentation du savant 

hollandais. Je m’adresse au contraire a « l'homme normal », non infecté du 
virus brouwerien, croyant encore a son bon sens et a la logique classique, et 


(1) Revue de Métaphysique et de Morale, 1926. 


a 


286 NOTE VII. 


c’est & ce lecteur que j’essaie, en me servant du langage qui lui est familier, 
de donner une idée de ce que peut étre la logique brouwerienne. M. Brouwer 
employant manifestement les mots vrai et faua dans un sens qui n’est pas 
leur sens ordinaire, j’essaie de définir avec des mots du langage ordinaire les 
notions qu'il exprime par ces mots, et comme l’on peut hésiter entre deux 
interprétations légérement différentes de la pensée de M. Brouwer, j’arrive 
a définir, a cété de la logique classique, deux logiques nouvelles, que j’appelle _ 
logique brouwerienne et logique mixte. 

Il faut bien convenir qu’aucune de ces logiques n’est exactement celle 
de M. Brouwer, et cela est heureux pour leur développement ultérieur, car 
MM. Barzin et Errera ont montré que celle-ci aboutit foreément a une contra- 
diction; pour ma part, je ne crains aucun reproche de ce genre. Si j’ai cru 
bien faire d’introduire*dans mon exposé le nom de logique brouserienne, 
c’est que j’ai été conduit a ces notions en cherchant 4 tirer une logique viable 
de ce qui me parait étre l’idée fondamentale de M. Brouwer : ne tenir pour 
prat que ce qui peut étre effectivement démoniré; par suite, n’employer le mot 
grat que quand on peut dire « vrai et démonirable ». Cela est sans doute une 
précaution élémentaire lorsqu’on dit affirmativement « cela est vrai »; mais 
un énoncé hypothétique tel que si cela est vrai n’implique pas que cette 
yérité soit démontrable. La logique devant naturellement classer divers cas 
possibles sans savoir d’avance lequel est réalisé et si ’on peut démontrer 
qu'il Vest, on est conduit souvent a employer le mot « vrai » dans des cas ot 
il est impossible de dire « vrai et démontrable ». Dans mes logiques nouvelles, 
aprés avoir défini tous les cas ow !’on peut dire « vrai et démontrable », j’arrive | 
par exclusion 4 un cas ot il faut dire « vrai et non démontrable »; on ne peut 
éviter de considérer ce cas comme une possibilité logique, bien qu’évidemment 
l’on ne puisse jamais savoir qu'on est dans ce cas. 

Si M. Brouwer accepte ces considérations, il ne peut éviter d’adopter une 
de mes deux logiques. S’il les refuse, et s’il persiste 4 appliquer dans tous les 
cas des régles qui ne sont faites que pour les cas ot la vérité implique la possi- 
bilité d’une démonstration, il ne peut éviter de les appliquer dans un cas ot 
elles ne s’appliquent pas, et il'se condamne d’avance a la contradiction. 
MM. Barzin et Errera ont eu le mérite de montrer le chemin par lequel il y 
arrive. 

Je n’adresserai a ces auteurs qu’une critique de détail, relative a V’emploi 
de cet axiome : « Si une proposition A implique la somme logique de deux 
autres, B et C (c’est-a-dire si elle implique que l’une ou l’autre des propo- 
sitions B ou C soit exacte), ow bien elle implique B, ow bien elle implique C. » 
Je ne comprends pas bien. La proposition «n esi entier», par exemple, implique 
«n est pair ou impair»; elle n’implique ni « n est pair, ni n est impair». 
Lentier n, n’est que quelquefois pair, et lon ne peut alors considérer que 
ce soit une conséquence nécessaire de ce que ce nombre soit entier;, que 
signifie alors la phrase « A implique B», si elle ne peut vouloir que B résulte 
nécessairement de A ? 

Toutefois, cette objection est moins grave que je ne l’avais pensé d’abord, 
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car le raisonnement de MM. Barzin et Errera subsiste, 4 quelques détails prés, 
sil’on remplace leur énoncé par le suivant, évidemment exact : « Si A implique 
la somme logique de B et C, et si C exclut A, alors A implique B ». Leur conclu- 
sion finale, relative au vice inhérent a la logique brouwerienne, me semble done 
bien exacte. 


2. J’arrive a l’exposé de la logique nouvelle. 

Considérons un énoncé x, et désignons par « le contraire de 8. Des deux 
énoneés x et 3, dans tous les cas possibles, un et un seul est vrai; c’est le prin- 
cipe classique du tiers exclu. 

Nous dirons que z est vrai au sens de M. Brouwer (par abréviation vrai-Br; 
on peut dire aussi démontrable), s’il est possible de démontrer la vérité de «. 
Nous désignerons cette affirmation brouwerienne de a par + o, ou encore 
par A; nous poserons de méme + 2= B. Remarquons que dans tous les 
cas deux signes + consécutifs équivalent A un seul; s’il est possible de démon- 
trer la vérité de x, il est par la méme possible de démontrer celle de A, de 
sorte que lon a + A =A. Nous appellerons proposition brouwerienne ou 
énoncé brouwerien toute proposition P définie par une formule dutype P=-+-p; 
on a done + P = P; une proposition brouwerienne ne peut pas étre vraie 
sans étre par la méme démontrable. Ces propositions seront dans la suite 
désignées par des grandes lettres; les autres par des minuscules grecques. 

Des deux énoncés x et 8, un et un seul est toujours vrai. Mais des deux 
énoncés brouweriens correspondants A et B, il peut arriver qu’aucun ne soit 
vrai; dire qu’on n’a ni A ni B revient a dire que le probléme de savoir si x 
est vrai ou faux n’est pas un probléme résoluble. Nous dirons dans ce cas 
que « est tiers; « est done soit vrai-Br (dans le cas A, en appelant A le cas 
ou A est vrai), soit fauwaz-Br (dans le cas B), soit tiers, dans un dernier cas, que 
nous désignerons par «'. Ces trois cas sont exclusifs et seuls possibles. C’est 
le principe du quart exclu. 

L’énoncé «z est tiers » n’est pas une proposition brouwerienne; il faut done 
distinguer deux cas, suivant qu’on peut ou non démontrer que % est tiers, 
Si on peut le démontrer, on sera dans le cas + «’ = C; si on ne le peut pas, 
on sera dans le cas z’’. Nous retombons ainsi sur un nouveau cas qui n’est 
pas brouwerien, et cette fois nous ne pouvons pas continuer, car le symbole + ate 
implique contradiction; si, en effet, on pouvait démontrer qu’on est dans le 
cas z’, on aurait par la méme démontré qu’on est dans le cas «', et par dé fini- 
tion du cas «” on ne peut pas le démontrer. Si done il est possible et méme 
nécessaire de concevoir le cas «'’ comme une possibilité logique, on ne saura 
jamais qu’on est dans ce cas. 

On a ainsi quatre cas A, B, C, «’’, et il n’est pas possible de les subdiviser 
4 nouveau au point de vue de M. Brouwer. Si par contre on considére la ques- 
tion « z est-il yrai ou faux » comme ayant un sens méme dans les cas C et «”, 
chacun de ces cas se subdivise en deux; C se divise en y, si y est vrai et Y2 
si x est faux (7, et y, ne sont pas des cas brouweriens, puisque ne sachant pas 
- si a est vrai ou faux on ne peut pas savoir dans quel cas on est); «'’ se divise 
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de méme en @; et %. On arrive ainsiau maximum a six cas A, B, yy, Yo, %1, %2; 
et l’on ne peut pas les subdiviser sans introduire un énoneé indépendant 
de «; toutes les questions qu’on peut se poser au sujet de z ont dans chaque 
cas une réponse bien déterminée. 

Pour bien montrer l’importance de la distinction entre « et A, demandons- 
nous dans quels cas A est vrai-Br, ou faux-Br, ou tiers. D’abord A étant une ~ 
proposition brouwerienne est vrai-Br dans le cas A; il est faux-Br dans le 
cas B (parce que « est faux-Br) et dans le cas C (parce qu'on peut montrer 
dans ce cas qu’on est dans le cas «’ et par suite pas dans le cas A); il est tiers 
dans le cas 2”; c’est le cas ot l’on ne sait rien et ot toutes les propositions 
sont tierces, 


3. On remarque que, dans ce qui précéde, l’existence des cas C et a” 
n’apparait que comme une possibilité logique. La logique doit considérer 
comme naturel, en attendant qu’un probléme soit effectivement résolu, de 
prévoir ct classer les différents cas qui paraissent possibles; cela ne veut pas 
dire que tous existent. Il y a quelques raisons de penser que le cas C n’existe 
pas effectivement et l’existence du cas «’' n’est pas sire non plus; mais ces 
raisons sont plutdt psychologiques que logiques, et l’on ne voit guére par 
quel moyen l’on ferait progresser cette question; il faut done bien, jusqu’a 
nouvel ordre, considérer ces cas, et leurs subdivisions 4, Y2, %1, %», Comme 
des possibilités logiques. : 

Je rappelle d’ailleurs la remarque que j’ai déja faite que, pour les problémes 
actuellement irrésolus, il y a deux cas essentiellement différents. Dans le 
cas d’un énoncé comme celui ci «la constante d’ Euler est rationnelle », aucun des 
six cas. A, B, 1, fg, %1, 22 ne peut étre exclu, dans l’état actuel de la Science. 
Au contraire, pour l’énoncé «le théoréme de Fermat est vrai», les cas A, B, a4 
sont seuls possibles; naturellement, pour |’énoncé contraire, « le théoréme de 
Fermat est faux », les cas A, B, x2 sont seuls possibles. 

Je ne crois pas qu’on puisse, sans introduire un principe de raisonnement 
essentiellement nouveau, faire progresser davantage la question des possi- 
bilités effectives des différents cas, soit d’une maniére générale, soit pour un 
énoncé particulier. 


4, Revenons maintenant A la logique brouwerienne, et observons qu il 
lui est impossible de rester jusqu’au bout fidéle & son idée directrice, qui 
est de n’énoncer jamais que des propositions brouweriennes, c’est-a-dire 
telles que leur énoneé implique la possibilité d’une démonstration. Ayant en 
effet défini les cas A et B, elle ne peut éviter de considérer les cas non brouwe- 
riens z' et «'’, Mais elle peut éviter de parler de la proposition initiale «, et 
elle peut sans inconséquence déclarer que cette proposition n’a pas de 
sens, puisque aucune question relative ala vérité ou A la fausseté (tant au sens 
ordinaire qu’au sens brouwerien) des cas A, B, C, x'' ne nous conduit & une 
subdivision de ces cas et ne nous oblige A nous demander si % est vrai. 

Mais, si l’on ne veut pas parler de x, comment définira-t-on les cas A, B, 
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et «’? La proposition A peut sans doute étre considérée comme donnée; 
mais il faudrait pouvoir ensuite définir B. Or, B est défini comme étant la 
négation brouwerienne de a, et non de A; nous avons vu plus haut que la 
proposition. A est vraie-Br dans le cas A, fausse-Br dans les cas B et C, et tierce 
dans le cas «'’ seulement. Aucune question relative a la vérité (simple ou brou- 
werienne) de ces trois cas ou a leur fausseté ne peut nous amener a distinguer B 
et C; ce sont deux cas ou la fausseté de A est démontrable, dans l’un parce 
qu’on peut démontrer que « n’est pas vrai, dans l’autre parce qu’on peut 
démontrer que « n’est pas démontrable; peu importe cette distinction, puis- 
qu’on ne s’intéresse qu’a la vérité démontrable de «. 

Il n’y a plus alors a distinguer que trois cas, A, l’ensemble des cas B et C 
que nous désignerons par ~ A (lire non A; le symbole ~w désigne ici lanégation 

_ brouwerienne) (4), et le cas tiers «’’. On remarque qu’alors dans cette logique 

on ne pourra jamais affirmer qu’une proposition déterminée est tierce, le 
eas ~’ n’était jamais démontrable. Cette remarque ne permet pourtant pas 
de nier qu’on puisse démontrer un jour que la proposition «la constante d’ Euler 
est irrationnelle» est tierce, car cette proposition n’a pas droit de cité dans la 
logique considérée; la seule chose stire, dans ]’état actuel de la Science, est 
qu’on ne démontrera jamais que la proposition « on peut démontrer que la 
constante d’Euler est irrationnelle » est tierce. 

Nous arrivons done a la conclusion qu’il peut y avoir trois logiques diffé- 
rentes : 


1° La logique classique, qui distingue six cas A, B, V4 Yor 01, %9- 
2° La logique mixte, qui admet l’énoncé de « pour servir de base a la défini- 
— tion de B et C mais s’interdit de se demander, dans le cas «’, si « est vrai ou 
eo faux; elle distingue quatre cas A, B, C, «’’; sauf lorsqu’il s’agit de «"’, elle 
évite d’employer les mots vrai ou faux autrement que dans le sens brouwerien. 
3° La logique brouwerienne, qui s’interdit absolument de parler de a, 
considére la notion de A comme une notion premiére, et ne distingue que 
trois cas, A, ~ A (remplacant B et C), et le cas tiers «’’, dont l’affirmation 
brouwerienne n’est jamais possible. at! 
5. Conclusion. — Ces différentes logiques, qui ne sont’ que des branches de 
la logique classique, sont bien entendu exemptes de contradiction. Mais il 
est évident qu’on ne peut, ni éviter de considérer le cas ~’’, défini par l’exclu- 
sion des autres cas, ni raisonner sur ce cas comme on le fait sur les propositions 
brouweriennes, pour lesquelles l’énoncé implique la possibilité d’une démons- 
tration. Les régles de logique établies en vue des raisonnements sur des 
propositions brouweriennes ne.peuvent done étre appliquées dans tous les 
cas et l’on ne saurait éviter d’aboutir a une contradiction si on les applique 


(2) Si ~ désigne Ja négation simple, la négation brouwerienne devra étre 
désignée par + rw. 
Boo 19 
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sans discernement. Les brouweriens ne peuvent donc pas rester jusqu’au bout 
fidéles 4 leur idéal. 

Pour ma part, je ne saurais le regretter. Un des buts de la logique n’est-il 
pas, comme je l’ai dit plus haut, de prévoir et de classer les différents cas logi- 
quement possibles, sans savoir lequel est réalisé et méme s'il est possible de 
le savoir ? Cette remarque ne suffit-elle pas 4 écarter les objections des brou- 
weriens contre le principe du tiers exclu ? 

Des travaux des empiristes, je voudrais surtout, comme je l’ai dit dans 
mon article cité plus haut, retenir cette remarque essentielle que certains 
énoncés n’ont pas l’aspect absolument précis et tangible auquel l’arithmé- 
tique et l’algébre élémentaires nous ont habitués. Je m’efforce de comprendre 
la psychologie des empiristes qui les évitent autant que possible, et je voudrais 
qu’ils comprennent qu’il y a, au contraire, pour l’idéaliste un attrait supplé- 
mentaire dans le fait que ces énoncés élargissent le champ des recherches 
mathématiques; il faut souhaiter que la Science progresse dans différentes 
directions; chacun, empiriste ou idéaliste, est libre de réserver ses efforts a 
celle qui l’intéresse. Aucune contradiction logique ne devrait exister entre 
Jes deux points de vue; les uns et les autres devraient reconnaitre les mémes 
faits et se borner a constater la différence de leurs psychologies. 

Mais si l’empiriste veut donner une plus grande portée a ses objections, 
sil s’agit, non d’une psychologie empirique, mais d’une logique empirique, 
si l’on conteste la valeur des résultats obtenus par les idéalistes, et si, pour 
empécher plus strement les progrés de la pensée idéaliste, on crée un langage 
spécial, changeant le sens de mots usuels tels que vrai et faux ou d’expressions 
telles que l’ensemble des fonctions continues de x définies de 0 @ 1, alors je me 
range a cété de ceux qui ne veulent tenir aucun compte de ces objections. 


Paut Levy. 
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